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3. WIE IST DIE QUANTENWELT?

«THERE ARE MORE THINGS IN HEAVEN AND EARTH, HORATIO, THAN ARE DREAMT OF IN YOUR PHILOSOPHY.»

«Wie ist die Realitdt?» ist eine philosophische Frage, die in der Physik-Community unterschiedlich
wichtig war. Sie stellte sich erst, als die mathematischen Strukturen ab 1930 zu den Messergebnissen
passten. Einsteins und Schrédingers Zweifel wurden anfanglich beldchelt. Doch 2012 und 2022 gab es

Nobelpreise flir Bemiihungen, genau ihre Fragen quantenphysikalisch zu beantworten.
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3.1 Die Quantenwelt zeigt Welle-Teilchen-Dualitat.

3.1.1 Quantenphysikalische Dualitéit und mathematische Schwankung

Physik hat eine experimentelle, eine mathematische und eine naturphilosophische Seite. Als man
Albert Einstein 1910 von Zirich nach Prag lockte, benannte man dort das «Mathematisch-physikalische
Kabinett» in ein «Institut fir theoretische Physik» um: Im «Zimmer mit reiner Mathematik und Experi-
mentiergerdt» sollten nun Theorien Ordnung schaffen. Das Konzipieren von Theorien war eine von
Einsteins Starken. Als ihn sein Doktorvater Alfred Kleiner fir die Professur in theoretischer Physik an
der Universitat Zurich vorschlug, charakterisierte er ihn folgendermassen:

Was seine Arbeiten auszeichnet, ist eine ungewdéhnliche Schdéirfe in der Fassung und Verfolgung von
Ideen und eine auf das Elementare dringende Tiefe. Bemerkenswert ist auch die Klarheit und Prézision
seines Stils; er hat sich in vielen Beziehungen eine eigene Sprache geschaffen.

1905, noch am Patentamt, hatte er die Lichtquanten konzipiert. 1909, als ausser-
ordentlicher Professor an der Uni Zirich, fand Einstein eine mathematische Be-
grindung flr seine Lichtquanten. Waren sie bisher bloss ein «heuristischer
Gesichtspunkt» gewesen (- 1.3), wurden sie nun Ergebnis einer Theorie.

Einstein untersuchte Plancks Warmestrahlung bei geringer Dichte und fand, dass
deren Energie ebenso schwankte wie die Dichte von Luft in der Atmosphére. Die
Luftdichte-Schwankungen verursachen das Himmelsblau tGber einen Effekt, der als
Rayleigh-Streuung bezeichnet wird. Einstein fand fir das Schwankungsquadrat
(AE)? der Energiedichte der Warmestrahlung pro Volumen und pro Frequenz-
intervall zwischen f und f + Af zwei Summanden. Diese konnte er theoretische interpretieren:

(AE)? = (A[Lichtquantendichte] - Energie pro Quant)? + (A[Lichtwellendichte] - Energie pro Welle)?
Das ist die physikalische Basis des «Sowohl-als-auch von Teilchen- und Wellenaspekt» beim Licht!

Einstein interessierte sich immer auch fir die Quantenphysik der Materie. Er be-
rechnete 1924 Dichteschwankungen (AN)? in einem verdiinnten Gas aus Quan-
tenobjekten mit Ruhemasse und fand wieder zwei Terme: den vertrauten Teil-
chenterm ohne h, und einen fiir Materie neuartigen Wellenterm mit h. Er schrieb:
Ich glaube, dass es sich um mehr als eine blosse Analogie handelt. Er behielt recht.
Es ist historisch nicht eindeutig, wann Einstein von de Broglies Uberlegungen erst-
mals etwas vernommen hat. Es kdnnte sein, dass ihn Schwankungsberechnungen
unabhdngig von de Broglie zu den Materiewellen fihrten. Sicher ist, dass er, als er \
Louis de Broglies Dissertation von 1923 beurteilen musste, schrieb, Materiewellen schienen |hm ein
sehr interessanter Versuch zu sein.

Die «Quantenwelt» ist gepragt durch h. Dort, wo die de Broglie-Wellenlange eine Rolle spielt, scheint
ein Schleier Giber der Quantenwelt zu liegen. Betritt man sie Giber die sicheren Briicken der Mathematik
und erfasst die Verhaltnisse dort mit ¢, treten Schwankungen auch im Sinn der Mathematik auf.

3.1.2 Etwas Statistik: Verteilung, Erwartungswert und Schwankung = Standardabweichung

Weil in der Quantenphysik der Zufall eine zentrale Rolle spielt, ist es notig, einige Begriffe aus der
beschreibenden Statistik in Erinnerung zu rufen. Wir betrachten als Trainingsmaterial je vier Noten von
flnf unterschiedlichen Lernenden:

Anna erhielt 5, 5, 5 und 5; Beat 4, 6, 4, 6; Christine 6, 6, 3, 5; Daniel 6, 6, 2, 6; Eva 5, 4, 3 und 2.

Wir schreiben die entsprechenden Notenverteilungen:

Wanna = (0,4,0,0,0,0); Wheeat = (2,0,2,0,0,0); Wenr = (2,1,0,1,0,0); Whan = (3,0,0,0,1,0); Wew =(0,1,1,1,1,0)
Wir kdnnen normierte Notenverteilungen schreiben:

wa =(0,1,0,0,0,0); ws = (%4,0, %,0,0,0); wc = (%4,%,%,0,0); wp = (34,0,0,0, %,0); we = (0, %4,%,%,%,0)

Wir kénnen diese Notenstatistik auch mit der Wahrscheinlichkeitsdichte w aus = 2.4 in Beziehung
bringen und etwa an den Potentialtopf denken. Es gibt einen wichtigen Unterschied: Wahrend dort
der Wert der Funktion w(x) im Intervall von 0 bis b iber den reellen Zahlen definiert ist, haben wir in
unserem Notenbeispiel nur die natirlichen Zahlen 6 bis 1 zur Verfiigung.
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Die bekannteste Grosse der Statistik ist der Mittelwert {a), das arithmetische Mittel. Wir finden fur
die Mittelwerte der Noten n:

(Manna) = 5 (MBear) = 5 (Mcnr) = 55 (Mpan) = 5; (NEgpa) = 3.5.
Weil man mit der Zustandsfunktion den Mittelwert einer experimentellen Messung vorausrechen
kann, spricht man auch von Erwartungswert (a).
Obwohl die vier ersten Lernenden den gleichen Mittelwert erzielten, unterscheiden sie sich in ihrem
Leistungsverhalten. Das kommt in der Schwankung zum Ausdruck:

Die Schwankung oder Standardabweichung Aa der Grdsse a ist

ba =+/{(a—(a))?),

die Wurzel aus der mittleren quadratischen Abweichung vom Mittelwert {a).

Dazu die Beispiele mit den Schwankungen der Noten unserer fiinf Lernenden:

Anna ist maximal konstant; alle Abweichungen vom Mittelwert sind 0: Ananna =0

Bei Beat liegen die Noten um +1 um den Mittelwert 5: Angeat = 1.

Bei Christine:  Anchr =/[(6 —5)2+(6 —5)2+(3 —5)2+(5 - 5)2]/4 = /(1 + 1+ 4 + 0)/4 = 1.2247 ...

BeiDaniel:  Anpan=+/[(6 —5)2 +(6 — 5)2 +(2 —5)2+(6 — 5)2]/4 = /(1 + 1 + 9 + 1)/4 = 1.7320 ...
Bei Eva: Aneva = /(5 — 3.5)2 +(4 — 3.5)2 +(3 — 3.5)2 +(2 — 3.5)2 | /4 = /5/4 = 1.1180 ...

In der Physik ibliche Angabe: Wert einer Messgrdsse = Mittelwert + Schwankung = {(a) * Aa
Wir kdnnten die Zustiande der Lernenden folgendermassen kennzeichnen: Anna: 5 £ 0 => konstant;
Beat: 5+ 1 und Christine: 5+ 1.22 und Eva: 3.5 £ 1.12 => schwankend; Daniel = 5 + 1.73 => sprunghaft.

3.1.3 Experimenteller Nachweis der Dualitiit beim Licht

Einstein benitzte die Lichtquanten als heuristische Denkmoglichkeit zur Erklarung des Photoeffekts. In
der Gleichung (1.2) E = h-f steckt die Dualitat. Erst einige Zeit spater stiess er auf den Impuls der Licht-
qguanten, der in der Gleichung (1.3) p = h/A sichtbar wird. Es ist erstaunlich, dass die Fachwissenschaft
den Teilchenaspekt des Lichts erst 1923 akzeptierte, nachdem der Amerikaner
Arthur Holly Compton (links) Streuprozesse untersucht hatte. Er berechnete die
Vergrosserung der Wellenlange von Rontgenstrahlung, die durch ein Elektron
abgelenkt worden ist mit Energie- und Impulssatz, also mit dem Teilchenaspekt
von Licht und Elektron.

Bei Comptons Experiment (= Figur 3.1) kommt das Rontgen-Lichtquant von links
4 und trifft im Paraffin auf ein an ein H-Atom gebundenes Elektron, das hier als
LU RCIUTICUEN  \Volke dargestellt wird. Es kann praktisch als ruhend angenommen werden und

erhalt durch das Lichtquant einen Impuls E Dabei libergibt es nach -
dem Wechselwirkungsprinzip dem Lichtquant den entgegengesetzten

Impuls und lenkt dieses damit aus ﬂ’ in eine neue Richtung E
Das Elektron erhélt bei diesem Prozess eine gewisse Bewegungsenergie e
auf Kosten der Energie des Lichtquants. Natdrlich ist bei diesem Prozess
auch der Energieerhaltungssatz erfiillt. - Ubrigens hat Niels Bohr in der
Zeit, als er den Nobelpreis erhielt, an der Giiltigkeit der Energieerhaltung
im Quantenland gezweifelt!

Die angedeutete Rechnung mit Impuls- und Energieerhaltung muss im FIGUR 3.1:
allgemeinen Fall nicht nur vektoriell sondern auch relativistisch gemacht IMPULSERHALTUNG BEIM
werden, weil das Licht die Geschwindigkeit ¢ hat. Compton hat die COMPTON-EFFEKT

Rechnung fiir alle Ablenkungswinkel 3 durchgefiihrt und beste Uberein-
stimmung mit dem Experiment gefunden. Das brachte ihm den Nobelpreis und dem Licht die
Anerkennung des Teilchenaspekts und die Benennung Photon ein. Mehr in - Modul 4.

Der Teilchenaspekt des Lichts ist die Grundlage fir Rechnungen mit Energie- und Impulserhaltung.

Der Compton-Effekt spielt eine zentrale Rolle bei der biologischen Wirkung von Gamma- und Réntgen-
Strahlung. Er lasst sich hingegen mit sichtbarem Licht und solchem von noch grosserer Wellenldange
schlecht nachweisen.
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3.1.4 Komplementaritdit: Teilchen- und Wellenaspekt ergénzen sich (Erganzung)

Einstein war mit der Wahrscheinlichkeitsinterpretation nicht gliicklich. An der Solvay-Konferenz 1927
kam er jeweils morgens mit einem Gedankenexperiment, das zu einem Widerspruch innerhalb der
Theorie fihren sollte. Kbnnte man nicht, fragte er zum
Beispiel, beim Doppelspaltexperiment die fixe Halte-
rung durch Federn ersetzen und so registrieren, dass
das Teilchen z. B. unten durch gegangen ist, weil sein
Rickstoss den Doppelspalt nach unten auslenkt?
Spater brachte Feynman die gleiche Idee in der Form,
dass man den fixen Doppelspalt ausleuchten misste
und aus dem vom Teilchen gestreuten Licht auf den
Ort zuriickschliessen kénnte und so die Skifahrerin
beim Weg um die Tanne beobachten wiirde!
Einsteins «Welcher-Weg?»-Gedankenexperimente erschiitterten die Grundfesten der Quanten-
mechanik, besonders auch die Unbestimmtheitsrelation, die in & 3.3 erldutert wird. Bis am Abend
konnten Bohr, Heisenberg und Pauli immer Einsteins Ideen widerlegen.

SOLVAY-KONFERENZ 1927 IN BRUSSEL

Heute kann man «Welcher-Weg?»-Experimente real durchfiihren.
Stephan Dirr et al. schickten an der Uni Konstanz 2 m/s «schnelle»
Rubidium-Atome ((A) durch einen «Doppelspalt» aus stehendem
Licht gemass Figur 3.2. Sie publizierten 1998 das Ergebnis in der Zeit-
schrift Nature unter dem Titel Origin of quantum-mechanical comple-
mentarity probed by a ‘which-way’ experiment in an atom interfero-
meter. |hr Experiment hatte eine gewisse Ahnlichkeit mit dem Mach-
Zehnder-Interferometer von Modul 1. Einzelheiten lassen wir weg.
Die Uberlagerung der Teilstrahlen (D) & ((E) sowie (F) & (G)
lieferten je vollstandige Interferenzbilder (Wellenaspekt), wenn nicht
versucht wurde, gleichzeitig auch den Weg zu registrieren, den die Rb-
Atome gewahlt hatten (Teilchenaspekt): Aus verschiedenen Griinden
sah das Messergebnis nicht so vollkommen aus, wie in Figur 3.2, FIGUR 3.2: «DOPPELSPALT»
sondern real, wie in Figur 3.3a.

o Weil Rb-Atome komplex aufgebaut sind, war es moglich, in ihrem Innern
LR ﬁ: durch Mikrowellenbestrahlung kleine Verdanderungen vorzunehmen, die je
\f ’1 # g k‘ nach Weg unterschiedlich waren, so dass man die Méglichkeit schaffte, den
iy g kjﬁ‘ L Weg zu registrieren, den das Atom genommen hatten.
' Wie in Figur 3.3b deutlich zu erkennen ist, verschwanden die Interferenzen
FIGUR 3.3a: vollstandig! Der Wellenaspekt (Figur 3.3a) zeigte sich nur, wenn man den
OHNE REGISTRIERUNG Weg nicht beobachtete; er verschwand (Figur
3.3b), wenn man den Weg, den Teilchenaspekt,
der Atome beobachtete. Beides gleichzeitig geht nicht — allenfalls ist eine [Hii zﬂ?mlﬁ
bloss teilweise Beobachtung des Wegs denkbar. Einsteins Traum von einer ‘wf*ﬁ Ifﬁllij{ ki

besseren Quantenmechanik erfiillte sich nicht. Die Natur besitzt diese merk-

wirdigen Verhaltensweisen, die wir mit «Aspektcharakter», «Unanschau-

lichkeit», «Dualitat» benennen, und die Schrédingers Gleichung und die sich FIGUR 3.3b:
daraus ergebende Zustandsfunktion ¢y mathematisch erfassen. MIT REGISTRIERUNG

Sim

"

Wir erinnern an die Titelfrage von Modul 2 «Wo ist das Elektron?». Die Antwort lautet:

DAS ELEKTRON IST NICHT AUF EINER BAHN x(t), SONDERN IN EINEM ZUSTAND ¢.

Bohr und Heisenberg vertraten die Auffassung, dass Ort und Impuls eines Quantenobjekts, also sein
Teilchen- und Wellenaspekt, nicht in vollem Umfang gleichzeitig existierten, sondern nur so weit, dass
sie sich ergdnzten. Niels Bohr erfasste diesen Wesenszug der Quantenobjekte mit dem «Komple-
mentaritdtsprinzip»: Wellen- und Teilchenaspekt sind zwei sich zum Ganzen ergéinzende Aspekte,
ebenso wie die Komplementarfarben Rot und Griin aus zwei Scheinwerfern, die sich auf der Biihne zu
Weiss ergdanzen.
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3.1.5 Duadlitdit: niitzlich, aber nicht die ganze Quantenphysik umfassend.

In 3.1.1 wurde erlautert, wie Einstein die Dualitat des Lichts nachwies: Schwankungen der Energie-
dichte des Lichts setzen sich aus einem klassischen Wellenterm ohne h und einem quantenphysi-
kalischen Teilchenterm mit h zusammen. De Broglie nutzte die Dualitdt, um dem Elektron einen
Wellenaspekt zuzuordnen, wie in = 2.2 erlautert worden ist. Bohr entwickelte sie weiter zum qualita-
tiven Komplementaritatsprinzip gemass - 2.6.4. In = 3.3 werden wir sehen, wie Heisenberg aus der
Komplementaritat eine quantitative Gesetzmassigkeit entwickelte.

Der Quantenphy5|k Nobelprelstrager von 2012, Serge Haroche, schreibt in der Einfihrung zu einem

e Hochschulbuch: This strange result [beim
Doppelspalt-Experiment, HPD] (...) imparts
to the particle, atom or photon, a wavy
character. This is strange to the classical
mind because, in mundane language, wave
and particle aspects are mutually exclusive.
Quantum laws however make them in a
way ‘coexist’. This is what Bohr has called
‘complementarity. This concept is difficult
: 1 to comprehend and explaining it to the
layman does not go without danger. To combine waves and particles in an apparently hybrid entity
seems to evoke the monsters, half-man half-beast, which appear in bas-reliefs of Romanesque
churches.

Claus Kiefer, der sich mit den Grundlagen der Quantentheorie beschéftigt, fasste 2015 zusammen:
Beide Bilder [Teilchen- und Wellenbild, HPD] werden fiir das korrekte Ergebnis benétigt. Das ist der
Ursprung des Welle-Teilchen-Dualismus, eines heuristischen Prinzips, das fiir die Entwicklung der
Quantentheorie eine wesentliche Rolle gespielt hat, mit Nachwirkungen (...) selbst heute.

Die Duadlitdit ist ein heuristisches Prinzip, eine hilfreiche Sichtweise, kein eigentliches Naturgesetz. Es
wird Sie deshalb nicht erstaunen, dass die Dualitat nicht mehr dabei helfen kann, den Spin, die Rich-
tungsquantelung und die Ununterscheidbarkeit von Quantenobjekten zu lernen.

AKTIVITATEN ZU 3.1:

AUFGABEN:
3.2) Sind «Elementartedehen» wirklich Feilehen?
3.7) Der kontinuierliche Ubergang vom Welligen zum Kérnigen

EXPERIMENTE: -

PANORAMA:
PANORAMA 1950: IM ATOMZEITALTER.
Was kdnnte in einem PANORAMA 2000 stehen?

Dualitat im Familienkreis:

Joseph John Thomson entdeckte 1897 das erste «subatomare
Teilehen, das Elektron. Quantenphysikalisch gesprochen, ent-
deckte er den Teilchenaspekt des Elektrons. 1906 wurde er
2 y dafiir mit dem Nobelpreis geehrt. Damals war sein Sohn George
J.d ThOI’ﬁson, NobelprEIstrager, Paget 14 jihrig. 1927 wies dieser unabhingig von Clinton
|tSoFm15 # Thomson, Davisson (siehe 2.3) den Wellenaspekt des Elektrons durch
nftlgem Ncrbelprelstrager Beugung eines Elektronenstahls an Kristallen nach. Davisson

™ oAt . und G. P. Thomson erhielten 1937 dafiir den Nobelpreis.
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3.2 Die Quantenwelt ist schwankend.
Etappe @: Den quantenmechanischen Zufall sichtbar machen.

3.2.1 Der Zufall in der klassischen Physik

Dass Schwankungen von irgendwelchen Messgrossen auf den Zufall weisen, der dahinter steckt, hatte
der Osterreicher Egon Schweidler schon 1905 gefunden. Es ist wohl kein Zufall, dass Schweidler einer
der Lehrer von Schrodinger war.

Den klassischen Zufall sichtbar machen, kann man mit der Brownschen bp“,?’ Y e

Bewegung, die Einstein im Wunderjahr 1905 analysiert hat: Die Wasser-

molekile stossen ungeordnet auf das grosse Pollenkorn, das meistens in fﬁﬁ
@

Ruhe bleibt. Der Erwartungswert fiir die Verschiebung ist Null. Doch mit Ag’:‘:‘;&

einer gewissen Wahrscheinlichkeit ist die Bewegung der Wassermolekiile so

einseitig, dass ein beobachtbarer Stoss resultiert, eine Schwankung um den
A (ﬁ% & Das Modell mit Atomen und Molekilen als kleine, harte Kugelchen hatte

Gleichgewichtsort. Diese Schwankung macht die unsichtbare Zufalls-
Daniel Bernoulli schon 1738 benutzt um das Verhalten von Gasen und

bewegung der Wassermolekiile «sichtbar».

Flussigkeiten zu erklaren (Originalfigur rechts). Das Gasvolumen ist variabel,
weil der Abstand zwischen den Atomen andern kann. Die «flauschigen» Atome
lassen sich hingegen in einer Flissigkeit oder einem Kristall nur mit sehr
grossem Aufwand zusammendriicken, weil der Aufwand rasch ansteigt, wenn
man ein Elektron in einem kleineren Volumen einsperren will (Mehr in =
3.3.3). Es ist offensichtlich, dass die mittlere Teilchendichte wegen der
Warmebewegung schwankt. Boltzmann, Planck, Einstein und andere beschaf-
tigten sich mit dieser statistischen Mechanik, die letztlich auf Daniel Bernoulli zuriickgeht, der mit einer
Studie zum Kartenspiel erstmals bekannt geworden war!

Dass die Meteorologie das Wetter nur mit einer begrenzten Sicherheit vorhersagen kann, hat zwei
Grinde: (1) Die Ungenauigkeit der Messwerte und (2) die Komplexitat des
Systems «Atmosphére».

Die gleiche Situation liegt auch beim Gasdruck vor. Jedes der ungefahr
10?2 Gasmolekiile stosst zufallig, frither oder spater, schneller oder lang- F'S * *
samer, gerade oder schrag auf die Wand. Die Mathematik erlaubt hier nur,
Erwartungswert und Schwankung vorherzusagen. Unser Nicht-Wissen
Uber die Anfangsorte und -geschwindigkeiten der vielen einzelnen Gasmolekiile erlaubt nicht mehr.
Das Nicht-Wissen der Anfangsbedingungen und die Unmoglichkeit fiir so viele Objekte Einzel-Vorher-
sagen zu berechnen trotz genauer Kenntnis der Gesetze ist Ursache fiir den klassischen Zufall.

8 Uhr 9 Uhr 10 Uhr

3° 4° 6°

< 60% 4 30% L 20%

Galtons Nagelbrett illustriert mit dem Zufall der klassischen Physik den quantenphysikalischen Zufall,
den wir beim radioaktiven Zerfall genauer studieren. Sehr viele Kugeln entsprechen sehr vielen Atom-
kernen. Die Entscheidung «links oder rechts?» die eine Kugel beim Aufprall auf einen Nagel zufallig
nach der klassischen Physik macht, entspricht der Entscheidung,
«zerfallen oder nicht?» die das Atom innerhalb der Halbwerts-
zeit gemass dem quantenphysikalischen Zufall trifft.

Das Experiment fiihrt zu einer Binomialverteilung und im Grenz-
fall zu einer Gauss-Kurve. Wenn die Nagel nicht in der Mitte, die
beiden Moglichkeiten also nicht gleich wahrscheinlich sind, wird 3
die Verteilungskurve unsymmetrisch. Nimmt man nicht die Halb-

wertszeit als Basis, kann die Wahrscheinlichkeit, in der ndchsten s i
Minute zu zerfallen nur p = 1%o und die zum Uberleben = (1-p)
= 999%o sein. Dann resultiert eine unsymmetrische sogenannte i n

o

ey

e

W4

oy

Poisson-Kurve. T e e e O (o [ e ey
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3.2.2 Der Zufall in der Quantenphysik

Der Quantenphysiker Haroche sagt, dass ein Nebelschleier iber der Realitat liege. Man muss sie mit
Schrédingers U beschreiben, das mit Borns Regel (2.4) bloss Wahrscheinlichkeitsaussagen erméglicht.
Das machte Schrédinger witend (= 2.6.3). Als er 1926 in Kopenhagen mit Bohr die Rolle seines ¢
diskutierte und die Auseinandersetzungen so heftig wurden, dass er erkrankte, fand er: Wenn die
verdammte Quantenspringerei doch wieder anfangen soll, dann tut es mir leid, die ganze Theorie
gemacht zu haben.

Auch spater konnte sich Schrodinger nicht mit dem quantenphysikalischen Zufall anfreunden. 1935
erfand er die berihmte Katze, welche die Sinnhaftigkeit der Wahrscheinlichkeitsinterpretation infrage
stellte (- 2.8.1). Gleichzeitig vermuteten Einstein und seine Mitarbeiter in Princeton, dass es eine
verborgene Variable geben konnte, die das scheinbar Zuféllige durch ein kausales Geschehen im
Hintergrund ebenso erklaren kénnte wie bei der Brownschen Bewegung (- 3.6).

Erstmals aufgetaucht ist der quantenphysikalische Zufall 1917, 9 i L ]
als Einstein erneut das Strahlungsgleichgewicht analysierte und %s,n WL

die spontane und induzierte Emission unterschied. Es spricht zu 35 @ ‘&'9’/

Gunsten der Theorie, dass das statistische Gesetz (...) nichts ande- E - !

res als das Rutherfordsche Gesetz des radioaktiven Zerfalls ist. &% \“‘Q@, _

Ernest Rutherford hatte zusammen mit Frederick Soddy schon %zc N

1900 den Zerfall einer Muttersubstanz und das Entstehen einer EEEEs
Tochtersubstanz als Funktion der Zeit beobachtet. SR T i
Einstein suchte nach einer tieferen Erklarung fir die Erschein- ZERFALLSKURVE

ung, die Rutherford nur beschrieben hatte: Aber ich fiihle, dass  ;Np AUFBAU DER TOCHTERSUBSTANZ
der eigentliche Witz, den uns der ewige Rdtselaufgeber da NACH RUTHERFORD

vorgelegt hat, absolut nicht begriffen ist. Die Erklarung sollte

eine Ursache fiir die beobachtete Wirkung liefern. Er klagte Born 1920: Das mit der Kausalitét plagt
auch mich viel. Ist die quantenhafte Licht-Absorption und -emission wohl jemals im Sinne der
vollstéindigen Kausalitdtsforderung erfassbar, oder bleibt ein statistischer Rest?

Heute wissen wir: Nein! Es bleibt ein statistischer Rest. Die Kausalitdt muss fallen gelassen werden.
Das gilt in der Grossenordnung der Atome, mit denen wir im Gymnasium nicht experimentieren
kénnen, und das gilt in der Gréssenordnung der Atomkerne, wo die Natur uns in Form radioaktiver
Substanzen Anschauungsmaterial fiir die Erfassung «des statistischen Rests», fiir die Nicht-Erfillbar-
keit der «vollstandigen Kausalitatsforderung» liefert.

3.2.3 Der Zufall beim radioaktiven Zerfall

Mit «Quantenspringerei» war die spontane Emission eines Lichtquants gemeint. Sie ist ebenso schwer
zu messen wie die Aufenthaltswahrscheinlichkeit eines Elektrons im Atom. Sie ist jedoch verwandt mit
dem Gammazerfall. Ein Atomkern hat nach einem Alpha- oder Beta-Zerfall einen Energieliberschuss.
Unter Abgabe eines Gammaquants mit der Energie AE = hf kehrt er in einen stabilen Zustand zurlick
wie ein Elektron in der Hille (= 2.5.3): anfang = Wende. Der Zeitpunkt t, zu dem dieser Prozess
geschieht, ist unbekannt. Er unterliegt dem quantenphysikalischen Zufall. Wir kbnnten sagen:

Ein instabiler Zustand eines Quantenobjekts (Atom, Atomkern, Neutron usw.) zerfallt jederzeit (mit
einer gewissen Wahrscheinlichkeit) und nie (mit Sicherheit zu einem fixen Zeitpunkt).

«Quantenspringerei» geschieht auch in unserem Korper: Mit der Nahrung nehmen
wir unter anderem Kalium auf. Dieses enthalt von Natur aus einen winzigen Anteil
(2 ppm) des sehr langlebigen radioaktiven Isotops K-40 mit 1 Mia. Jahre Halbwerts-
zeit. Der K-40-Atomkern kann seinen Energieliberschuss auf zwei Arten abgeben:
einerseits durch Aufspaltung eines Neutrons in ein Proton und ein Elektron und
Aussenden desselben (Beta-Strahler), andererseits durch Einfangen eines 1s-
Elektrons im Kern, wobei sich ein Proton in ein Neutron verwandelt (K-Einfang).
# Lise Meitner hat nicht nur gezeigt, dass 1s-Elektronen einen Einfluss auf das

1-\.\_\_\_.- | H__,.:—"
Y

T Geschehen im Atomkern haben, sondern auch die Beziehung zwischen Beta- und
L. Meitner Gammazerfall geklart (> PANORAMA 1950).
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Unsere etwa 10**Kohlenstoffatome enthalten von Natur aus einen Anteil von 10*2 radioaktivem C-14.
Also stecken 10*1? C-14-Kerne in unserem Kérper. Sie wollen ihren Energieiiberschuss durch Beta-
Zerfall mit einer Halbwertszeit von 5730 Jahren loswerden. Dabei senden sie ein Elektron weg, das
man messen kann. C-14-Zerfille machen es zum Beispiel méglich, den «Ozi» auf rund 3200 v. Chr. zu
datieren, weil bekannt ist, dass die Wahrscheinlichkeit eines C-14-Atoms innerhalb
von 5730 Jahren zu zerfallen, 50% betragt. Der Zerfall ist spontan, ohne aussere
Ursache. Zerfallszeitpunkt und -richtung des Betateilehens sind total dem quanten-
physikalischen Zufall unterworfen. Bereits 1900 hat Rutherford das exponentielle
Gesetz flr den radioaktiven Zerfall gefunden und mit dem Zufall erklart. Sind zur Zeit
t = 0 total Ny instabile Atomkerne vorhanden, so sind es nach einer Halbwertszeit T
nur noch N; = No/2. Nach n Halbwertszeiten noch Ny, = No:(%)" = No+(2)™, und nach einer %2 |
beliebigen Zeit t erhalt man mit n = t/T aus der geometrischen Folge Ny eine Exponentialfunktion N(t).
Man kann als Basis statt 2 auch die Eulersche Zahl e beniitzen: 2T = e* mit A = In2/T. Die Wahrschein-
lichkeit, dass ein Atom in der gewahlten Zeiteinheit zerfallt, steckt im A.

Zerfallsgesetz fiir Alpha-, Beta- und Gammazerfall: N(t) = N2t/ = Ng-e™M (3.3a)

Wie viele unserer C-14-Atome zerfallen in einem Jahr? Wie gross ist also [No — N(1 Jahr)]? Nach dem
Einsetzen in (3.3a) erhalten wir fiir die Differenz rund 120 Millionen. Rechnen wir das Jahr um, erhalten
wir rund 92 Zerfiille pro Sekunde. Diese Elektronen bestrahlen uns von innen. Wir und andere
Lebewesen kdnnen mit diesem nur durch die Quantenphysik «geregelten» Bombardement nur
deshalb lange leben, weil wir molekulare Reparaturmechanismen besitzen.

In einem Experiment kann man mit einem Nachweisgerat nicht die Anzahl radioaktiver Atome N(t),
sondern nur das Bombardement, die Anzahl Zerfélle pro Zeit, die Intensitat I(t) beobachten:

Was man direkt beobachtet, ist die Zahl der pro Zeit wegfliegenden Quantenobjekte (Alpha, Beta- oder
Gamma), die Intensitét I(t) = —-AN/At. = — [N(t) — N(t+At)]/At. Im Beispiel waren At ein Jahr und AN eine
Abnahme von 120 Millionen, deshalb das Minus-Zeichen. In der Infinitesimalrechnung waren AN und
At beide unendlich klein. Die Infinitesimalrechnung liefert die zweite Form des Zerfallsgesetzes.

Erwartungswert fir die Intensitat: I(t) = 2= [p-e™. mit fo = Ng-A (3.3b) ‘

In unserem Korper liefern etwa 102 C-14 Atome mit A rund 10° sec™* die Intensitét /o = 100 sec™.

Wenn Sie sich jetzt fragen, wo denn in einem Gesetz vom Typus 128-564-32->16>8->4->2->1 der
Zufall stecke, haben Sie ganz recht. Der quantenphysikalische Zufall dussert sich nicht im Zerfallsgesetz,
sondern in den Schwankungen der Messwerte um den Erwartungswert herum. Weil die allgemeine
Mathematik anspruchsvoll ist, machen wir konkrete Beispiele mit kleinen Anzahlen n radioaktiver
Atome, die wir nach genau 1 Halbwertszeit betrachten:

- Bei 2 radioaktiven Atomen gibt es nach 1 T genau 2 - 2 = 4 Mdglichkeiten: beide Atome zerfallen;
genau eines zerfallt; beide zerfallen nicht. Dies entspricht 3 Ergebnissen oder Ereignissen mit den
Hdufigkeiten 1 resp. 2 resp. 1. Wir sprechen von einer Haufigkeitsverteilung mit 1+2+1=4=(1+1)?
moglichen Ereignissen. Dazu gehort die folgende Wahrscheinlichkeitsverteilung

p1="%=25%und p,=%=50%und p;s =% =25% (total = 1000%. = 100% = 1).

- Bei n = 4 Atomen gibt es 5 Ereignisse mit den Haufigkeiten 1/4/6/4/1 (1+1)* Falle
Die Wahrscheinlichkeiten p1 bis ps betragen: 6.25%; 25%; 37.5%; 25%; 6.25% (total = 100%)
- Bei n = 6 Atomen gibt es 7 Ereignisse mit den Haufigkeiten 1/6/15/20/15/6/1 2% Fille

Die Wahrscheinlichkeiten p1 bis p7 betragen (in %): 1.56; 9.38; 23.4; 31.1; 23.4; 9.38; 1.56 (total = 100%)

- Bei n = 16 Atomen gibt es 17 Ereignisse mit den Haufigkeiten:
1/16/120/560/1820 /4368 /8008 /11440 /12870 / 11440 usw. (insgesamt 2%° Fille)
Die Wahrscheinlichkeiten p1 bis p17 betragen: 0.02%o0; 0.24%0; 1.8%0; 8.5%0; 28%0; 67%0; 12%; 18%
20%; 18%; 12%; 67%o; 28%o; 8.5%0; 1.8%0; 0.24%0; 0.02%. (total 100%).

Die Wahrscheinlichkeit flir das Auftreten des genauen Erwartungswerts nimmt offenbar mit n ab:
n 2 > 4 5 6 ... - 16 - ..usw. auf unendlich
puaire  50% > 37.5% = 31.1% > ...... - 20% > ... usw. vermutlich auf - 0.
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Man erkennt, dass es mit wachsendem n immer unwahrscheinlicher wird, dass genau die Halfte
zerfallt. Wir stellen aber beim letzten Beispiel fest, dass das Resultat mit grosser Wahrscheinlichkeit
nahe beim theoretischen Wert liegt. Bei n = 16 gilt 8 + 2 mit 80% Wahrscheinlichkeit:

12% + 18% + 20% + 18% + 12% = 80%

An dieser Stelle erinnern wir an die Definition der Standardabweichung A, die wir nun fir AN,
respektive fir Al benltzen. Wir berechnen sie fiir die Falle n =2, 4 und 6:

-n=2: 1(-1)2+ 2:(0)2 + 1-(+1)?> =2 =>A2=2/22=0.5
-n=4: 1-(-2)> + 4-(-1)*> + 6:(0)? + 4-(+1)> + 1-(+2)® = 16 =>A?=16/2*=1
-n=6: 1-(-3)2+ 6+(-2)?> + 15-(-1)? + 20-(0)? + 15-(1)? + 6-(2)?> + 1-(3)> =96 =>A?=96/2°=1.5
Offenbar nimmt A% mit n zu. Wenn wir also eine grosse Zahl Ny von Atomen zerfallen lassen, zeigt eine
Rechnung, dass nach T nicht genau No/2 zerfallen sind, sondern No/2 £/Ny/2.

Und wenn wir die Uberlegungen auf (3.3b) tibertragen, erhalten wir  (t) = (lo £ /Tp)-2"".

Die Schwankung der Intensitat I durch den quantenphysikalischen Zufall ist definiert durch die
Standardabweichung und betragt: Al =T (3.3¢)

(3.3c) sagt, die C-14-Strahlung in unserem Kérper samt Schwankung sei 92 + 10 sec™. In rund 2/3 aller
Sekunden zerfallen zwischen 82 und 102 C-14-Atome. Mit etwa 95% Wahrscheinlichkeit gibt es pro
Sekunde zwischen 72 und 112 Zerfdlle, usw. Auch die genaue Poisson-Statistik liefert fir die
Standardabweichung den Wert: +A/=%./],.

Nicht das Gesetz fiir die Intensitat der Strahlung, sondern das Gesetz fiir ihre
Schwankung zeigt den quantenmechanischen Zufall.

Bemerkung: Die Entwicklung der Kernphysik verlief langere Zeit ohne Quanten-
mechanik. Lise Meitner, die «deutsche Marie Curie», schrieb noch 1927: Aber es ldsst
sich leicht einsehen, dass die Atomkerne selbst nebst den Wasserstoffkernen noch
Elektronen enthalten miissen, abgesehen von den aussen kreisenden Elektronen.
Doch schon 1928 erklarte Gamow den Alpha-Zerfall mit dem Tunneleffekt. Die Ent-
deckung des Neutrons 1932 ermoglichte die vielen Isotope zu ordnen und das
kontinuierliche Energiespektrum beim Beta-Zerfall mit einem bisher unbekannten,
sehr leichten und ungeladenen Teilchen, dem Neutrino, zu begriinden.

NACHDENKEN UBER PHYSIK 3: In welchem Verhiltnis steht die Physik zu anderen, benachbarten
Wissenschaften? - Auch die Mathematik beschaftigt sich mit Schwankungen und Zufall. Kommt zuerst
die Mathematik oder die Physik? Wie ist das Verhaltnis zu den anderen Naturwissenschaften, etwa der
Biologie? Steht eine philosophische Position hinter einer quantenphysikalischen Interpretation?

AKTIVITATEN ZU 3.2

AUFGABEN: 012

3.9) Schwankung beim radioaktiven Zerfall 0 )

EXPERIMENTE: 0.08

Schwankung beim radioaktiven Zerfall 0.06

MEDIEN: 0.04

Alpha-Teilchen treffen auf Leuchtschirm 0.02 I

BlOGRAPHlEN: O TT T T LU \\\I\\IH\\\\I\\I\\\\\\Iﬂl
Lise Meitner RO DO DAl o 1O ¥ 10 Rl

Maria Goeppert-Mayer
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3.3 Die Quantenwelt ist unbestimmt.
Etappe 9 Dualitdt erhdlt einen prézisen Rahmen.

3.3.1 Eine gldnzende Idee des jungen Heisenberg

«lhr, die Ihr in die Welt der Quantenobjekte eintretet, lasst alle Hoffnung fahren, sie genau messen

und ihre Zukunft vorausberechnen zu kénnen!» kénnte Werner Heisenberg die Commedia Divina

abgewandelt haben. Sein Chef in Gottingen, Max Born, schrieb {iber ihn an

Albert Einstein: Ich spekuliere auch ein wenig (iber de Broglie Wellen (...) Uber-

haupt sind meine jungen Leute (...) glénzend. (...) Heisenbergs neue Arbeit, die

bald erscheint, sieht sehr mystisch aus, ist aber sicher richtig und tief.

In Berlin blieb Einstein jedoch skeptisch und schrieb seinem Kollegen und Freund

Paul Ehrenfest nach Leiden: Heisenberg hat ein grosses Quantenei gelegt. In

Géttingen glauben sie daran. Ich nicht.

Aus dem Quanten-Ei schliipfte eine erste Quantenmechanik, die sogenannte
W. HEISENBERG Matrizenmechanik. Sie ist eine mathematische Alternative zur Wellenmechanik.
MIT 25 JAHREN Werner Heisenberg (- PANORAMA 1950) stand in standigem Austausch mit

seinem Studienfreund Wolfgang Pauli (- PANORAMA 1950) und mit Niels Bohr in Kopenhagen.

Unbestimmtheitsprinzip und Komplementaritit (> 2.6.2) heisst das erste Kapitel
in Wolfgang Paulis Standardwerk zur Quantenphysik. Beides gehort zusammen. In
manchen Texten wird die Unbestimmtheitsrelation als «Unschérferelation»
bezeichnet. Heisenberg spricht anfanglich von «Ungenauigkeitsrelation». Das tont
nach Messfehler und verdeckt den Kern der Sache. Wolfgang Pauli nennt es
«Unbestimmtheitsprinzip». «Prinzip» ist allerdings Gbertrieben, denn man kann es
aus Schrodingers Gleichung herleiten. In anderen Sprachen entstehen Synonyme
mit Nuancen: uncertainty relation, uncertainty principle, indeterminacy relation,
principe d’incertitude ... WOLFGANG PAULI
Diese Unbestimmtheit wird durch verschiedene Ungleichungen beschrieben, von ALS GYMNASIAST
denen wir im Folgenden zwei studieren.

3.3.2 «Uber den anschaulichen Inhalt der quantentheoretischen Kinematik und Mechanik»

So hiess Heisenbergs Artikel, in dem er seine neue ldee erldauterte — «anschaulich», ohne irgend eine
Zeichnung auf 26 Seiten! Als er 1929 an der Universitat Chicago Vorlesungen hielt, meinte er: Trotzdem
findet man noch heute bei vielen Physikern mehr eine Art Glauben an die Richtigkeit der neuen
Prinzipen, denn ein klares Verstdndnis. Er beschloss den mathematischen Apparat in einen Anhang zu
verbannen und die Grundbegriffe der Quantentheorie anhand von Experimenten zu erldutern. Im
Kapitel Kritik der physikalischen Begriffe des Partikelbildes brachte er zwei Gedankenexperimente.

Eines heisst heute Heisenberg-Mikroskop. Heisenberg hat es sich ausgedacht, nachdem der Compton-
Effekt bekannt war, aber bevor von Ardenne das erste Elektronenmikroskop
realisierte. Mit ihm will man den Ort eines Elektrons mit der Genauigkeit Ax
bestimmen. Dazu beleuchtet man es mit einem Lichtquant von links. Durch die
Wechselwirkung mit dem Elektron wird das Lichtquant abgelenkt und gelangt in
die Objektivlinse, wenn es in den Winkelbereich 6 fliegt. Mit dem Licht dort kann
man das Elektron wahrnehmen. Bei der Beobachtung erhalt das

AVAVAVAV N ) Elektron jedoch einen Rickstoss. Sein Impuls wird um Ap

Ax verandert. Wenn man die Rechnung fir diesen Compton-Effekt,

HEISENBERG- die fiir uns noch zu anspruchsvoll ist, durchfiihrt, stésst man auf
MIKROSKOP Ax-Dp=h (*).

wvvv.
In Worte gefasst: «Je genauer man den Ort bestimmen will (kleines Ax), desto
energiereicheres Licht (grosses p) muss man nehmen und umso mehr stért man den Impuls des
Elektrons (grosses Ap).» Das ACHTUNG-Signal deutet an, dass im Partikelbild einseitig mit dem
Teilchenaspekt des Elektrons gearbeitet wird. Wir wissen, dass das Elektron nicht an einem Ort,
sondern in einem Zustand, angedeutet durch eine Wahrscheinlichkeitswolke, ist.
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Heute erreicht man mit Rontgen-Mikroskopen ein Ax von 30 nm. Damit betrachtet man kein Elektron
wie in Heisenbergs Gedankenexperiment, sondern die Position eines H-Atoms mit m = 1.67-10?” kg. Es
erhilt bei diesem Experiment nach der Beziehung (*) zwangsldufig einen Stoss von Ap = 6.63-103* Js /
30 nm. Daraus ergibt sich fiir die Geschwindigkeit des H-Atoms eine Unbestimmtheit von Av = 10 m/s,
ziemlich viel, wenn man von einem eigentlich ruhenden H-Atom ausgeht.

Damit haben wir eine erste Veranschaulichung von Heisenbergs «Kritik des Partikelbildes»: Ort und
Zeit eines durch ( charakterisierten «Partikels», also eines Quantenobjekts, kdnnen nicht zugleich
absolut genau bestimmt werden.

In Heisenbergs zweitem Gedankenexperiment geht es um eine Ortsmessung mit Blenden. Da die
Quantenobjekte auch im Wellenbild untersucht werden kénnen, geht man von ihrer de Broglie-
Wellenldnge Ags aus. Beim Durchgang der de Broglie-Welle durch eine Blende geschieht mit ihnen das
gleiche wie mit den Wasserwellen in der Wellenwanne: am Rand der
Blende werden sie gebeugt, «laufen sie um die Ecke». Die Ablenkung
geht etwa bis zur angedeuteten Stelle. Dort gibt es die 1. destruktive
Interferenz bei der Beugung am Einfachspalt.

Der Winkel in Richtung zur 1. Ausloschung ist in der Figur etwas
Ubertrieben gezeichnet. Fir ihn gilt sind; = Ags/d, wobei im Gegensatz

zum Doppelspalt d hier die Spalt- oder Blen- I .l -

denbreite ist. Die Begriindung fir das Gesetz 2,,'
ist, dass die Teilstrahlen 1 und 4 sowie 2 und 5 usw. je Ags/2 Wegunterschied '\\ 4
aufweisen und sich deshalb ausléschen. Heisenberg nimmt d = Ax an, die A v 4
Unbestimmtheit des Orts. Vor der Blende war der Impuls quer zur Aus- -2—“"\,\' g v
breitungsrichtung = 0. Weil sich Schrodingers ¢-Welle nach der Blende seitlich —
ausbreitet, besitzt der Impuls nun eine Komponente Ap quer zur Ausbreit- o

ungsrichtung. Es ist Ap/p = sinth = Age/d = (h/p)/Ax. Daraus ergibt sich wieder M’"
die Beziehung (*) Ax-Ap = h.

Heisenbergs mathematischer Apparat liefert statt des Ungefahr-Zeichens = eine Ungleichung:

Heisenberg: Unbestimmtheitsrelation UBR zwischen Ort und Impuls Ax-Ap = h/4n (3.1a)
Ort und Geschwindigkeit sind nicht gleichzeitig beliebig genau messbar.
h begrenzt die mégliche Messgenauigkeit und damit unsere Naturerkenntnis.

Wolfgang Pauli fasste Heisenbergs UBR in Worte:
«Man kann die Welt mit dem p-Auge und man kann sie mit dem g-Auge [Ortsvariable g statt x]
ansehen, aber wenn man beide Augen zugleich aufmachen will, wird man irre.»

(1) «Stopp», werden Sie jetzt vielleicht sagen und an eine Nebelkammeraufnahme denken. Hier misst
man doch den Ort des Objekts genau und kann gleichzeitig aus der Krimmung und dem bekannten
Magnetfeld auch den Impuls genau berechnen. Das widerspricht der UBR
(3.1a). Rechnet man aber ein Beispiel konkret durch, stellt man keine
Verletzung der UBR fest. Bei solchen Fotos aus der Feitehenphysik ist man
noch nicht in der Dimension von Age srogiie der Elektronen oder allgemein der
Elementarteiehen wo die UBR der Quantenphysik regiert.

(2) Betrachtet man bei Zeilinger et al. in 2.3.4 die Neutronen quer zur
Flugrichtung, kommt man aber bereits in die Ndhe der Grenze: 100 um - 1 cm/s - 1,7-10?%” kg = 1,7-10°
3 Js>5.3-10% Js = h/4m.

(3) Wir kennen ein Quantenobjekt genau: das Elektron im Potentialtopf gemass 3.1.4.2. Wir haben

dort bei der Betrachtung des Impulses herausgefunden, dass im Grundzustand Ap = 1,6:10%* Ns

betragt. In den angeregten Zustanden ist die Energie und damit der Impuls noch grésser.

Die Unbestimmtheit des Orts haben wir nicht diskutiert. Sie ist kleiner als die Breite des Topfs, also

kleiner als 200 nm. Mit den Uberlegungen, die wir in der Figur 3.3b angestellt haben, kénnen wir den

Wert Ax = 60 nm begriinden. Wir stellen fest, dass hier (selbstverstandlich) die UBR 3.1a erfillt ist:
Ax-Ap =1,6-10%* Ns - 60-10° m = 100-10% Js = 103! Js > h/4n
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3.3.3 UBR beim Potentialtopf und Lokalisierungsenergie

Auch beim freien Quantenobjekt sind gemdss 3.2.5 nur Zustande moglich, die die UBR (3.1a) erfillen.
Wie ist es aber mit den Zustanden, die wir in 2.7.2 fiir den Potentialtopf der Breite b gefunden haben:
Erfullen sie Heisenbergs Ungleichung?

Wir betrachten den Grundzustand beim Potentialtopf: ¥, (x) = C sin (%x)

Fir seine Ortsunbestimmtheit gilt offensichtlich Ax < b (Figur 2.18b). Wir wahlen Ax = b/2.

Fir die Impulsunbestimmtheit gilt Ap = p, denn der Impuls schwankt zwischen den zwei Richtungen.
Im Grundzustand wird Ap = p1 = h/2b; in h6heren Zustanden wird p,immer grosser.

Wir Uberprifen: Ax - Ap = (b/2) - (h/2b) = h/4 > h/4n

Wir finden, dass im Grundzustand die UBR (3.1a) erfillt ist. In den héheren Zustdnden mit gleichem Ax
und grosseren Ap gilt das noch viel starker.

Der Potentialtopf ermoglicht uns, die Lokalisierungsenergie zu berechnen. Das ist (——zﬁ-
die Energie, die nétig ist, um ein Quantenobjekt der Masse m in einem Wiirfel mit ' ‘pwurfe')«
den Kantenldange b einzusperren:

Zuerst ist das QO in einem unendlich weiten Potentialtopf. Seine Wellenldnge ist I
unendlich; sein Impuls und und die Energie seines Grundzustands sind = 0. b

Wenn wir die Wande des Potentialtopfs ganz langsam einander ndahern, miissen

wir die Tendenz des Wellenaspekts nach viel Raum tberwinden, die wir in 2.5.1 zur Erklarung der
Stabilitat des Atoms herangezogen haben. Wir missen Arbeit aufwenden und diese Arbeit dussert sich
dann als Energie des Grundzustands, die wir in 3.1.4.2 gefunden haben. lhr Wertist  E1 = h*/8mb?.
Diese Kompression des Raums, der dem QO zur Verfligung steht, muss in allen drei Dimensionen
erfolgen. Wir halten demnach fest:

Energie, die minimal aufgewendet werden muss, um ein Quantenobjekt mit m in einem Wiirfel der
Kantenlidnge b einzusperren = Lokalisierungsenergie: E =3h*/8mb? (3.2)

3.3.4 Die atomaren Grdssenordnungen abschditzen.

Mit (3.2) kdnnen wir den stabilen Grundzustand des H-Atoms mit Bohrs Radius @ = rgon und der
lonisationsenergie E; quantenmechanisch auf die Naturkonstanten h, &, e und m zurtickfiihren, denn
der «Kompressionsvorgang» wird durch die elektrische Kraft bewirkt. Wir bendti-
gen aus der Elektrizitdtslehre die Grosse der elektrischen Energie zwischen Elektron
und Proton im Abstand r. Sie betragt Eeclekirisch = €2/4mer.

-

Das ist die Energie, die frei wird, wenn sich das Elektron aus dem Unendlichen auf
die Entfernung r ans Proton «abstiirzt». Sie gilt auch in der Quantenmechanik, aber
nur fiir eine mittlere Entfernung r*, denn das Elektron ist nicht punktférmig.

Klassisch, ohne Lokalisierungsenergie, wiirde das Elektron in den Kern stiirzen. Aber quantenmecha-
nisch wird die beim Absturz freiwerdende elektrische Energie zur Lokalisierung des Elektrons
verwendet: Eelektrisch = 32/4T[gr* = ELokaIisierung = 3h2/8mb2

Wieweit flllt das Elektron den Wiirfel? Wir treffen die Annahme b = 3r*, denn Atome sind flauschig.

Wir diirfen deshalb und weil Atome punkt- und nicht wirfelsymmetrisch sind, kein genaues Ergebnis

erwarten. Wir I6sen nach r* auf und erhalten eine sinnvolle Gréssenordnung fiir das H-Atom:
r*=3m/18 - eh’/me* =90 pm = 53 pm = 1/t - eh’/me? = rzonr.

Nun konnen auch wir ausrechnen, was Schrédinger interessiert hat, die lonisationsenergie, die

Energie, die benétigt wird, um das Elektron wieder ins Unendliche zu befreien. In unserem Grund-

zustand* kénnen wir die elektrische Energie durch Einsetzen von r* bestimmen: Eejektisch™ = €%/4rme-r*
Ei* =3/2m% - me*/e?h?> = 16 eV = 13.6 eV = 1/8 - me*/e?h? = E;

Unsere Naherung ist nur 20% grosser als der von Schrédinger gefundene und mit den Messungen
bestens lUbereinstimmende Wert E1, den wir in MINT Il ausrechnen. Wir erinnern uns an dieser Stelle,
dass oft durch ein Minus-Zeichen ausgedriickt wird, wenn es sich um einen gebundenen Zustand
handelt, wenn also bei der Bildung des Zustands aus freien Quantenobjekten Energie frei wird.
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3.3.5 Charakterisierung des Zustands y eines freien Quantenobjekts, z. B. eines Neutrons

Die Zustande e von freien Quantenobjekten sind mathematisch erst ein Thema in - MINT Ill. Wir
kénnen sie aber graphisch erfassen mit den Wahrscheinlichkeitsdichten. Z. B. sollen zwei Neutronen
die gleichen Erwartungswerte fiir Ort x und Impuls p, aber unterschiedliche Dichten Weng(x) und
Woreit(X) haben. Sie sind in den Zustanden eng Und Yoreit. Die Ortsschwankung Ax des engen Zustands
ist kleiner als die des breiten. Die Impulsschwankungen Ap sind umgekehrt beim engen gross und beim
breiten klein. Beide Zustédnde erfiillen die UBR.

ENGER ZUSTAND: (Weng)? = Weng(X) eng

FIG. 3.4: ZWEI VERSCHIEDENE ZUSTANDE MIT GLEICHEM X UND GLEICHEM p:

< = > -Ap +Ap
- +—> <>
BREITER ZUSTAND: (breit)? = Woreit() breit -

Achtung: Das Produkt Ax-Ap kann fiir ein Objekt frei variieren, solange es grésser ist als h/4m. Beachten
Sie die Komplementaritdit! Bei Quantenobjekten wie bei Elektronen, Neutronen, Atomen usw. macht
sich aber die UBR nicht immer bemerkbar. Es wachst aber «automatisch» Ap, wenn man das Objekt
genau lokalisiert, und es wachst Ax, wenn man ein enges Geschwindigkeitsfilter einbaut und Ap
reduziert. Grosse Molekiile sind eindeutig noch Quantenobjekte, aber bei Staubchen mit 10'° Mole-
kiilen ist der Nachweis schwierig. Die Grenze ist fliessend. Mehr in = 3.5.

Ein freies Quantenobjekt kann ganz unterschiedlich «aussehen» <> unterschiedliche ¢ besitzen!

3.3.6 Eine Beziehung aus der Wellenlehre und die Unbestimmtheit der Energie

Bestimmung von Wellenldangen bendtigt Zeit. Man muss mindestens eine ganze Welle vorbei streichen
lassen. Das Gleiche gilt flrr die Frequenz. Man muss bei der Zeitmessung mindestens 1 ganze Periode
vergehen lassen. Das filihrt zur Beziehung Af-At = 1. Kombiniert man dies mit Einsteins Gleichung (1.2)
E = hf, respektive mit AE = hAf, erhdlt man eine weitere Unbestimmtheitsbeziehung:

Heisenberg:  Unbestimmtheitsrelation UBR zwischen Energie und Zeit DAE-At = h/4n (3.1b)
Je genauer man eine Energie messen will, umso Idnger braucht man.

Es zeigt sich, dass diese Unbestimmtheitsrelation nicht auf der gleichen Stufe steht wie (3.1a). Der
Grund dafr ist, dass die Zeit t in der Physik eine ganz besondere Rolle spielt. Trotzdem hat die UBR
(3.1b) eine Reihe von interessanten Anwendungen.

(1) In einem stationdren Zustand ist die Energie des Atoms ganz genau definiert: AE = 0, aber At = oo,
(2) In der Hochenergiephysik werden sog. Resonanzen erzeugt, die nur sehr kurz leben. Diese Zeit kann
man indirekt Gber die UBR (3.1b) «messen»: T = At = h/ AE. AE ist typisch 500 MeV = 8-10! J. Also wird
T=~h/DNE=6.6:103%)s /8101 )~ 1105 s.

AKTIVITATEN ZU 3.3

AUFGABEN:

3.3) Abstrakt wie Heisenberg oder konkret wie Schrédinger oder wie im Karlsruher Physikkurs?
3.4) Mit der Unbestimmtheitsrelation rechnerisch klaren: Elektron im Kern

3.5) Mit der Unbestimmtheitsrelation rechnerisch klaren: Doppelspalt

MEDIEN:
Youtube zur Unbestimmtheitsrelation

BIOGRAPHIEN:
Werner Heisenberg
Wolfgang Pauli
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3.4 Rotationen in der Quantenwelt
Etappe @ Teil I: Zusténde mit Drehimpuls und Spin.

3.4.1 Angeregte Zusténde, Knotenfldichen, Quantenzahlen, Hybrid-Orbitale

Beim Alphorn, unserem akustischen Analogon zum Atom in 2.5.2, entsprechen die hohen Tdéne den
angeregten Zustanden 1s, 2s, 2p, 3s, 3p, 3 d usw. Eine gute Blaserin
kann die 4. Oktave, also den 16. angeregten Zustand mit 15 Knoten-
punkten zum Erklingen bringen. Zu héheren Zustinden gehéren
sowohl beim Alphorn als auch bei der zweidimensionalen Platte und
beim Atom kiirzere Wellen und héhere Energien. Es gibt aber
physikalische und geometrische Unterschiede:

(1) Im Alphorn und bei der Platte gibt es einen Gleichgewichtszu-
stand, die Ruhe. Im Atom ist wegen der UBR keine Ruhe erlaubt.

(2) Alphorn und schwingende Platte sind endlich, das Atom ist unendlich ausgedehnt.

(3) Die eindimensionalen Knotenpunkte werden im Zweidimensionalen zu
Knoten-Kreislinien und Knoten-Geraden, und diese entwickeln sich im
Dreidimensionalen zu Knotenkugeln und Knotenflachen.

Wie auf der schwingenden Platte beliebig viele Knotenkreise und Knoten-
geraden moglich sind, gibt es beim Atom viele Orbitale resp. Zustande:
DREI QUANTENZAHLEN CHARAKTERISIEREN DIE FORMEN DER ORBITALE:

(1) Die Hauptquantenzahl n bestimmt nicht nur die Energie des Zustands,
sondern auch die Anzahl der Knotenflachen der moglichen Orbitale.

Im Grundzustand n = 1 gibt es 1 Knotenflache. Es ist die Knotenkugel im Unendlichen: 1s-Zustand.

Im angeregten Zustand n = 2 gibt es 2 Knotenflachen:

- 2s mit einer Knotenkugel im Unendlichen und der zweiten Knotenkugel bei r = a wie in Figur 2.12.

- 2p, mit Knotenkugel im Unendlichen und waagrechter Knotenebene.
- 2py mit Knotenkugel im Unendlichen und senkrechter Knotenebene.

- 2px mit Knotenkugel im Unendlichen und senkrechter Knotenebene.
Im angeregten Zustand n = 3 mit 3 Knotenflachen ist es komplizierter ...

109.5° Die Symmetrie ist oft wichtig. Sie wird von der
| ? Umgebung festgelegt. Bei einem einzelnen Atom

oW @ ist sie beliebig. In einem Kristall missen die 7 |

}?&; Nachbarn bericksichtig werden. Beispielsweise il
\ sind im Diamanten vier Nachbarn gleichberechtigt, weil es quantenmechamsch
) moglich ist, dass das 2s-Orbital und das 2p,-Orbital und das 2p,-Orbital und 2p«-

Orbital, die alle die gleiche Energie besitzen, sich zu einem sp3-Orbital zusam-
menfinden, in dem 4 Elektronen auch geometrisch gleichberechtigt sind.

Manchmal ist eine einzige Richtung im Raum besonders bedeutsam, etwa weil ein elektrisches oder
magnetisches Feld in dieser Richtung wirkt. Dann sind [ und m wichtige Quantenzahlen.

(2) Die Nebenquantenzahl | bestimmt die Anzahl Knotenebenen. Es gilt 0 <1 < n.

- Fur alle s-Zustande ist [ =0, egal, ob der Grundzustand 1s oder angeregte Zustéande wir 50s.
- Fur alle p-Zustdnde ist [ = 1, egal, ob 2p oder 3p oder 49p.

- Fur alle d-Zusténde ist [ = 2, egal, ob 3d oder 4d oder 48d usw. Ebenso fiir f-Zustande.

(3) Die Magnetquantenzahl m bestimmt die Knotenebenen durch die z-Achse. -l <m <+ 1
- Beim 2po = 2p,-Zustand gibt es keine Knotenebene durch
die z-Achse, sondern nur diejenige senkrecht dazu.

- Beim 2p-;-Zustand und beim 2p.i-Zustand handelt es
sich um Uberlagerungen des 2px-Zustands und des 2p,-
Zustands mit einer Knotenebene durch die z-Achse. Diese
Quasi-Hybridorbitale haben mit Drehung, Drehimpuls
und Magnetismus zu tun.
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3.4.2 Nicht Drehbewegung, sondern Zusténde mit Drehimpuls — Richtungsquantelung (Erganzung)

Im Modul 2 haben wir betont, dass ein Atom ohne Rotation stabil sein kann. Nun miissen wir zugeben,
dass ein Atom auch mit Rotation stabil sein kann. Allerdings muss uns bewusst bleiben,
dass die Masse des Elektrons nicht die gleiche Rolle spielen kann, wie die Masse der
Hande der Eiskunstlduferin: Elektronen sind als Quantenobjekte nicht auf einer Bahn,
sondern in einem Zustand.

Wir haben bei den 2p-Orbitalen die z-Achse hervorgehoben.
Kénnten wir uns etwa den Drehimpuls beim 2p.;1-Zustand wie
nebenan gezeichnet vorstellen? Alle Massenteile rotieren mit
der gleichen Winkelgeschwindigkeit um die z-Achse und alle Teil-
Drehimpulse aufaddiert geben den gesamten Drehimpuls L = r*mv = k-h/2m, wie
bei Bohrs erlaubten, stationdren Bahnen in (2.1). Das m wére die Gesamtmasse
und das r* ware ein mittlerer Abstand, der mit ¢y berechnet werden miusste.

Es gilt im 2p:1-Zustand wirklich, wie die Anschauung nahelegt: L[, =+ h/2m.
Den allgemeinen Fall bestimmt die Magnetquantenzahl m: L, =+ m-h/2n (3.3a)

Hier endet die Anschauung und die Dualitdat mit dem Teilchenaspekt im m und dem Wellenaspekt im
mittleren Radius r*. Es gilt namlich fir alle 2p-Zustédnde:

Es gilt fur alle 2p-Zustande, was der Anschauung total widerspricht: 12 =-2-(h/2m)?
Den allgemeinen Fall bestimmt die Nebenquantenzahl [: L2=1(l+ 1)-(h/2m)*>  (3.3b)

Experimentell kann man den Drehimpuls nicht direkt, sondern nur indirekt nachweisen. Mit der Masse
muss auch die Ladung des Elektrons sich «bewegen» und in einem Zustand mit Drehimpuls einen

i ' Kreisstrom liefern. Dieser Kreisstrom entspricht nach Ampeére einem Mini-
Elektromagnetchen. Nach den Gesetzen der klassischen Physik stellt es sich in
einem adusseren Magnetfeld, welches die z-Achse definiert, parallel, anti-
parallel oder quer ein. Die drei Orientierungen mussen zu unterschiedlichen
Energieen flhren, was sich im Spektrum dussern sollte.

Zehn Jahre nach dem Uetlischwur (> 2.1.4) fiihrten Otto Stern (immer mit
Zigarre im Labor) und Walter Gerlach mit einem Strahl von neutralen

wio. ALY Silberatomen ein Experiment durch, das die Fachwelt Giberraschte. Es wurde
zu einem bisher nicht erwahnten Motiv fir

die Suche nach der besseren Mechanik, E'ﬁi?ﬁg?e tatsachllch

deren Ergebnisse zum Drehimpuls wir | Verteiung Szftt;ﬁsgtgete Silberatomstrahl

soeben zusammengefasst haben

Nach der klassischen Physik miissten die N /

Silberatome durch ihr magnetisches Mo- A Q

ment beim Durchqueren eines inhomo- v

genen Magnetfelds in dem Ausmass langs \ Atom-
der z-Richtung des strahl-
Magnetfelds abge- ofen
lenkt werden, in inhomogenes Magnetfeld

dem die beiden Richtungen libereinstimmen. Im Bild ist ein Ausschnitt aus der
Postkarte von Gerlach an Bohr mit dem winzigen Effekt (etwa 0.1 mm), der
von der Quantenmechanik verursacht wird. Auf dem etwa 20-fach vergros-
serten Foto des Experimentes «mit Feld» zeigt sich eine Aufspaltung des
Strahls in zwei Teile mit einer Liicke. Das heisst, es gibt genau zwei Ausrich-
tungen des Drehimpulses und nichts dazwischen.

Erst ab 1925 konnten die Theoretiker mit der Quantenmechanik des Drehimpulses verstehen.

Das Experiment von Stern und Gerlach zeigt: Die Ausrichtung des Drehimpulses ist gequantelt.
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3.4.3 Der normale Zeeman-Effekt und rotierende Molekiile (Erganzung)

Die Frage, was geschieht, wenn man Atome in ein Magnetfeld steckt, wurde schon aufgeworfen, bevor
die Quanten das Licht der Welt erblickten. Hendrik Antoon Lorentz

berechnete, dass die Spektrallinien dreifach aufgespalten werden sollten. I _) I“I
1896 konnte Pieter Zeeman diesen Effekt, den man bald als «normalen

Zeeman-Effekt» bezeichnete, bestatigen. Flr Elektronen im 3d-Zustand

ergibt sich eine Aufspaltung in finf Linien mit den Quantenzahlen m =-2,-1,0,+1,+2. Elektronen im 4f-

Zustand liefern sieben Linien: m = -3,-2,-1,0,+1,+2,+3. Dies konnte man schon halb-quantenphysi-
kalisch mit magnetischen Zusatzenergien zu ellipsenférmig erweiterten Bohr-Bahnen erklaren.

Fir die folgende Betrachtung ist es eine gute Naherung, wenn wir annehmen, die Molekiile seien so
starr, wie die Modelle im Chemie-Bausatz. Diese Naherung liefert die Energieniveaus der Rotation,

2 zusammen mit der Schwingung die Grundlage fiir die Absorption von CO,
A T im Infrarot, also fiir den Treibhauseffekt.

e
'\\ ‘\;» :‘> Die Rotation um die z-Achse spielt bei normalen Temperaturen keine Rolle.
e f\'\ “ v Firdie Rotationen um die x- oder die y-Achse kann man die Energie analog
(,f:,:‘ zur kinetischen Energie ausrechnen. Die Grésse J = mr*? heisst Tragheits-
,7"*,44 - moment (mit dem mittleren Abstand r*). Die Eiskunstlduferin hat ein
/ l//':" /’ grosses J, wenn sie ihre Arrzne ausstreckt, und umgekehrt Eszgilt:
g Epin = %mv2 = 2p_m und analog E,,; = ]w 2}

Bei der Berechnung der Energien mit L2 erhielt man vor 1926 mit der semiklassischen Quantenphysik
L2 = I?-(h/2m)? die falschen AE. Erst die QM-Formel L2 = I(I + 1)-(h/2n)? erklérte die Messwerte AE:

QM: Mit den Werten [ =0, 1, 2 und 3, erhalten wir: E; =0E, 2E, 6E, 12F usw.
halb-quantenphysikalisch erwartet man: E; =0E, 1E, 4E, 9F usw.

Fir die Uberginge zwischen diesen Termen sagt die QM: AE =2E, 4E, 6F usw. wie im Experiment
halb-quantenphysikalisch erwartet man: AE = 1E, 3E, 5E usw. falsch

3.4.4 Der anomale Zeeman-Effekt und die Entdeckung des Elektronen-Spins

Schon 1898 hatte man entdeckt, dass sich gewisse Spektrallinien im Magnetfeld nicht in drei, sondern
l in zwei, vier oder eine andere gerade Anzahl aufspalten: das bezeichnete man als

«anomalen Zeeman-Effekt». Er passte nicht ins Schema, schien anomal.

oA Dass die orange Linie der Na-Lampen auch ohne dusseres
S Magnetfeld aus zwei sehr nahen Linien besteht, wusste JREUN |
man schon lange. Heute ist bekannt, dass der 3p-Zustand " 5
selbst das Magnetfeld fir die Energieaufspaltung erzeugt. [ERrEm 589,59 nm
Verschiedene Physiker bearbeiteten das Problem dieser klassisch nicht
beschreibbaren Zweideutigkeit des Valenzelektrons, wie Wolfgang Pauli
schrieb. Als er 1923 in Kopenhagen von einem Kollegen nach dem Grund
seiner Sorgenfalten gefragt wurde, antwortete er: Wie kann man gliicklich sein, wenn man (iber den
anomalen Zeeman-Effekt nachdenkt? Pauli war sehr nahe am Elektronen-Spin. Er erfand zur Beschrei-
bung des anomalen Zeeman-Effekts eine vierte Quantenzahl. Heute heisst sie Spin-Quantenzahl. Sie
kann nur die zwei Werte «up» und «down», T oder |, annehmen.

Den Schritt zum EIektronenspln der Eigendrehung des Elektrons, wagten die zwei noch jlingeren
hollandischen Physiker Samuel Goudsmit, der bei Ehrenfest dokto-
rierte, und George Uhlenbeck, Ehrenfests Assistent. Auf dem spateren
Foto aus Leyden stehen sie links und rechts von Hendrik Kramers. Pauli
hatte Kramers noch von der Publikation einer Spin-ldee abgehalten.
1925 sagte Ehrenfest zu Goudsmit: «Der Spin kdnnte schon falsch
sein, aber Du hast bis jetzt noch keinen Ruf, also hast Du nichts zu
verlieren, wenn Du es publizierst.» und er riet, Uhlenbeck zuerst zu
: nennen, sonst ginge der vergessen.

Niemand hat fir die Entdeckung des Spins jemals einen Nobelpreis erhalten!
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3.4.5 Mit Quantenmechanik und dem Pauli-Prinzip das Periodensystem erkléiren.

Die EntW|ckIung des periodischen Systems der Elemente war eine geniale Detektivarbeit in der

P B e v gigantischen Fiille der chemischen Stoffe und Erscheinun-
gen. Lothar Meyer und Dimitri Mendelejew hatten sie schon
1869, lange vor dem Quantenzeitalter, weitgehend abge-

3‘ 4 schlossen. Die Physik fiihrte mit der Radioaktivitit neue
P Fr:q Elemente hinzu. Nach der Entdeckung Rutherfords wurde
/’r’ A s klar, dass das Geschehen in der Elektronenhille fir die

AN Gty
-.:f-.-_;». A =l T

chemischen Phanomene entscheidend war. Doch mit Bohrs
AR e Atommodell konnte wenig erklart werden. Zwar erklarte
Ot Ak e B Henry Moseley mit Rontgenspektren bald, wie die vielen
Vel Raiped g fee ! seltenen Erden, die chemisch schwer zu unterscheiden sind,
die Platze 57 bis 71 im Periodensystem einnehmen miissen. Doch die Dissertation von Wolfgang Pauli
zeigte, dass man mit der halbklassischen Quantenphysik von Bohr nicht einmal das einfachste Molekiil,
das Hy*-lon erklaren konnte.

Es brauchte viel Neues in der Physik, bis sie in die Lage kam, die empirische gewonnen Gesetze der
Chemie auf eine allgemeine Basis zu stellen: Wieso gibt es einerseits die
stark reagierenden Metalle Li, Na, K, Rb, Cs und andererseits die nicht
reagierenden Gase He, Ne, Ar, Kr, Xe? Vom inerten Helium fiihrt nur ein
Elektron mehr zum reaktiven Lithium, das in Akkus gefdhrliche Brande
auslésen kann! Wie kann man die «Oktett-Regel» (8 Elektronen im
energetisch gleichen Zustand, in der gleichen «Schale», sind besonders
stabil.) von Gilbert Lewis und Irvin Langmuir ableiten?

Die Massen und elektrischen Ladungen, die Grossen und Drehimpulse der Atome waren fir die
Physiker immer bedeutsam. Doch erst die Formulierung der Quantenmechanik und die Entdeckung
des Spin machten Antworten auf viele chemische Fragen moglich:

1925, noch bevor Uhlenbeck und Goudsmit den Spin publizierten und lange bevor Schrédinger seine
y-Wellen erfand, postulierte Wolfgang Pauli aufgrund von verwickelten Uberlegungen zu gewissen
Spektralgesetzen das Ausschlussprinzip:

Pauli-Prinzip: Es diirfen héchstens zwei Elektronen im gleichen Quanten-Zustand ¢ sein.

Erst 1945 erhielt er den Nobelpreis for the discovery of the Exclusion Principle, also called the Pauli
Principle. Das Pauli-Prinzip setzte einerseits eine physikinterne Entwicklung in Gang. Heisenberg
schrieb 1926: Wir denken uns entsprechend der Compton-Uhlenbeck-Goudsmitschen Hypothese die
Elektronen als kleine magnetische Kreisel, denen wir eine bestimmte Achsenrichtung zuschreiben
wollen (...). Andererseits ermdoglichte es, das Periodensystem zu verstehen:

- Im Grundzustand des H-Atoms ist das eine Elektron gemass der Quantenmechanik in einem 1s-
Zustand. Man spricht von der Elektronenkonfiguration 1s.

- Im Grundzustand des He-Atom sind beide Elektronen in einem 1s-Zustand. Wegen der doppelten
Kernladung ist dieser beim He nur etwa halb so gross wie beim H. Die beiden Spins sind entgegen-
gesetzt. Die Elektronenkonfiguration lautet 1s2. Genaueres zum Helium in > 3.5.6.

- Im Grundzustand des Li-Atom sind wegen des Pauli-Prinzips nur 2 Elektronen im 1s-Orbital. Das dritte
Elektron dort keinen Platz und muss in das viel grossere 2s-Orbital. Es ist dort nur schwach gebunden,
da die beiden 1s-Elektronen 2/3 der Kernladung abschirmen. Die Reaktivitat des Li ist auf das schwach
gebundene dritte Elektron in der Elektronenkonfiguration zuriickzufiihren: 1s22st.

- Im Grundzustand fiillen die Elemente der 1. Periode zuerst das 2s- und dann das 2p-Orbital. Die
Elektronenkonfiguration des letzten Elements dort, des Neons, lautet: 1s22s522p°.

- Das Pauli-Prinzip erklart auch den Sprung vom Ne zum Na, denn die 3 unterschiedlichen 2p-Orbitale
(P+1, Po, P-1 reSp. Px, Py, P2 > 3.4.1) sind voll. Die Elektronenkonfiguration des Na lautet: 1s?2s22p°®3s?.

Abgesehen von Ausnahmen (z. B. Cer 1s22522p®3s523p®3d*°4524p®4d!°5525p%4f5d'65%) geht es so weiter.
Die Oktett-Regel ergibt sich aus den s?p®-Zahlen auf verschiedenen Energiestufen («Schalen»).
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3.4.6 Mit Quantenphysik ins Kérperinnere blicken (Erganzung)

Abstrakt geht es darum, durch Wechselwirkung von Strahlung mit der Materie des Kérpers Information
Uber diese Materie zu gewinnen. Konkret geht das auf viele Arten.

Wilhelm Conrad Rontgen erkannte die Moglichkeiten seiner «X-Strahlen» schon 1895.
Knapp 20 Jahre spater wurde der Wellenaspekt von 100 keV-Rontgen-Lichtquanten
nachgewiesen. Heute ist das Filmmaterial durch einen Speicher-
chip ersetzt, und die feststehende Apparatur hat sich zum CT,
dem Computer-Tomographen entwickelt. Die rotierende Quelle
strahlt aus verschiedenen Richtungen, und der Computer
verarbeitet die viele Daten zu einem 3D-Bild, das anschliessend
scheibchenweise betrachtet werden kann (griechisch: tomos = Messer). |
Allerdings wirkt die Rontgenstrahlung auch in diesem Gerat ionisierend und damit grundsatzllch
schadlich. Zudem erzeugen verschiedene weiche Gewebe nicht sehr unterschiedliche Schattierungen.
Gesucht ist eine Strahlung, die Information moglichst Uber die verschiedenen Weichteile im
Korperinnern liefert, aber keine ionisierende Wirkung hat.

Die Geschichte des MRI (magnetic resonance imaging) beginnt mit dem jungen Isidor Rabi, der 1927
aus den USA nach Zirich kommt, um bei Schrédinger Quantenphysik zu = = == = ==
studieren. Nach Umwegen stosst er auf die magnetische Wirkung des . “
Wasserstoffs. Zurlick an der Columbia-University untersucht er die
magnetischen Momente von Atomkernen, die auch quantisiert sind. In
einem dusseren Magnetfeld richtet sich das Proton parallel oder anti-
parallel aus, was mit einer Energiednderung AE verbunden ist: je starker
das Magnetfeld, umso grésser AE. Im modernen MRI
beno6tigt man einen so starken Magneten, dass er
mit supraleitenden Drahten betrieben werden muss.
Das Prinzip des MRI, das wir in der Einleitung zu
Modul 1 skizziert haben, basiert auf dem der NMR A% = -
. (nuclear magnetic resonance), die Rabi im Physiklabor entdeckt hat. Im Detail ist
es aber kompliziert:

Dem starken Magnetfeld werden wechselnde Zusatzfelder tberlagert, so dass — unerlaubt anschaulich
gesprochen — das Kernmagnetchen zum Kreiseln kommt. Dann {iberldsst man es sich selbst. Es strahlt
Energie ab, kommt zum Stillstand und wird erneut angeregt mit Strahlung der Frequenz f, die der
Bedingung hf = AEmagnetisch erfullt. Weil f im Radiobereich ist, ist die Strahlung ungefahrlich. Die
abgestrahlte Energie wird aufgefangen und mit sehr viel Computing-Aufwand so schnell zum 3D-Bild
verarbeitet, dass man heute einem Herzen in Echtzeit beim Pumpen zuschauen kann.

Die wechselnden Zusatzfelder verursachen das starke Rattern beim MRI. Sie sind n6tig, damit man eine
raumliche Auflésung erreicht. Weil an verschiedenen Orten das
Magnetfeld unterschiedlich stark ist, ist es auch das f, das man
auffangt. Zusatzlich hangt die Zeit, in der das Magnetchen zum
Stillstand kommt, die sogenannte Relaxationszeit, von seiner
Umgebung ab. Ein H-Atom im Wassermolekil und ein H-Atom in
einem Eiweissmolekil besitzen unterschiedliche Relaxations-
zeiten. Damit kann man aus den Relaxationszeiten auf die
Gewebeart schliessen, aus der das Signal kommt.

Richard Ernst und Kurt Withrich von der ETH erhielten Nobelpreise fiir ihre Beitrdge zu diesen

G Erkenntnissen. Die Relaxationszeit kann man mit der
Halbwertszeit beim radioaktiven Zerfall vergleichen, der im
Kapitel - 3.2.3 thematisiert wurde. Heute gelingt es mit
funktioneller MRI Orte mit erhohter Gehirnaktivitat zu
erkennen und dem Gehirn «Beim Arbeiten zuschauen».

(alitive S'te:ifge
Dabei benitzt man die unterschiedlichen magnetischen " -im Hitp |
Eigenschaften von Blut mit und ohne Sauerstoff.
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3.4.7 Quantenmechanische Rotationen und Schwingungen erkléiren den Treibhauseffekt

Wir leben von der Energie, die im Sonneninnern dank des Tunneleffekts (= 2.4) durch Kernfusion frei

'] . .
Reflected Solar Incoming 235 Outgoing wird. Diese
197\ Radiation 342 e Longwave |  Energie ge-
m" H adaiation i 1ation
‘ kurzwellig 4 342 W~ langwellig t D35 Wit langt als
oberll sflected by Clouds, Licht durch
erosol an . 4
Atmospheric AEt lttedhby qm den leeren
: (;737535 osphere, 165 #J;“gspheric Raum - Zur
- naow

Emitted|by Clouds Erde. Uber
Absorbed by Greenhouse Raum und
“ 67 Atmosphere Gases Zeit gemit-
Laten telt sind es
78 Heat 342 W/mz’
die «oben»

\Reflected b .
unten ot 4 kurzwellig
30 # : ankommen
—— : (rot), vielfal-
324 tig aufge-
teilt und
. N weiter ge-

FIGUR 3.5: ENERGIEFLUSSE IN DER ERDATMOSPHARE (NACH KEHL UND TRENBERTH 1997) h
en.

Davon werden 107 W/m? direkt reflektiert. Damit die Erde im Gleichgewicht bleibt, miissen auch die
restlichen 235 W/m? ins Weltall abgegeben werden. Das geschieht nach Umwegen und Umwand-
lungen als langwellige Warmestrahlung.

Die Warmestrahlungen von Sonne und Erde erfiillen Plancks kompliziertes Strahlungsgesetz, das in
Figur 1.3a grafisch dargestellt wurde und dessen Formel man keineswegs auswendig lernen soll:

8mhf3 1
Plancks Gesetz fir die Leistungsdichte der Warmestrahlung: @ p(f,T) = nc3f “RITRT_T @

Das Auftreten von h zeigt, dass es zur Quantenphysik gehért. Die Formel kann hergeleitet werden unter
der Annahme, dass die Photonen (= 3.1.3) hf der Bose-Einstein-Statistik (- 3.5.4) gehorchen.
Wichtiger ist, dass die Ableitung der Formel nach f es ermoglicht, fiir eine gegebene Temperatur T die
Frequenz fmax (und damit Amax) anzugeben, bei der die Strahlung maximal ist. Willi Wien hat das Gesetz
zuerst entdeckt. Setzt man alle Konstanten (h, k, ¢ und 1) ein ergibt sich der Zusammenhang:

Wiens Verschiebungsgesetz fiir das Strahlungsmaximum: Amax ' T = 3670 pm - K

Das Gesetz zeigt, dass die 5700 K heisse Sonne maximal im sichtbaren Bereich strahlt. Das gleiche
Gesetz verlangt auch, dass die etwa 300 K warme Erde maximal im Infrarotbereich um 10 um strahlt.
Dieser Sachverhalt ist zentral flir die Rolle der Atmosphare beim Klima.

Plancks Strahlungsgesetz kann auch tiber das ganze Spektrum, also Uber alle f, integriert werden. Das
ist die total abgestrahlte Leistungsdichte J. Diese nur von der Temperatur abhangige Grésse haben
Josef Stefan und Ludwig Boltzmann entdeckt. Setzt man die Konstanten ein, entsteht die Funktion:

Gesetz von Stefan & Boltzmann fiir die Gesamtstrahlung: J/T*= 5.67-10"8 W/m?K*

Wenn man annimmt, dass es keine Atmosphare und keine spiegelnden Objekte gdbe und deshalb die
ganzen J = 342 W/m? abzustrahlen wiren, kann man mit Stefan & Boltzmann die nétige Erdober-
flachentemperatur ausrechnen: 279 K kalt. Ohne Atmosphare hatten wir hier Bedingungen etwa wie
auf dem Mond. Kleine Anderungen von T sind wegen T* mit grossen Anderungen von J verkniipft.

Die in Figur 3.5 sichtbaren Prozesse sorgen dafiir, dass auf dem Erdboden im Mittel eine Temperatur
erreicht wird, die Leben ermoglicht. Zwei Prozesse dominieren: Der Erdboden wird nicht nur durch die
168 W/m? Sonnenlicht, sondern auch durch 324 W/m?2 Treibhausstrahlung aus der Atmosphire
aufgeheizt. (24+78) W/m? gehen als Warmluft und Wolkenbildung weg. Fiir den Rest, 390 W/m?, gilt
wiederum das Gesetz von Stefan & Boltzmann, das Toweri = 288 K liefert, also angenehme 15 °C. Zur
Erklarung dieses Verhaltens der Atmosphare ist die Quantenphysik erneut sehr wichtig:
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Die Figur 3.6 enthalt ungefdhr die gleichen Informationen wie die Figur 3.5, jedoch nicht geografisch,
sondern physikalisch aufgeschliisselt. Uber der gleichen Frequenzskala sind die Warmestrahlungen der
Sonne (rot mit Maximum im Sichtbaren) und der Erde (blau mit Maximum im IR) so dargestellt, wie sie
ohne Atmosphdre waren. Zusatzlich ist angegeben, wieviel Licht von der Sonne der verschiedenen
Frequenzen effektiv den Erdboden erreicht und wieviel IR effektiv ins All gelangt.

Diese Differenz wird durch die Absorption der verschiedenartigen Molekiile, zweiatomige wie N, und
0., dreiatomige wie H,0 und CO; und O; oder mehratomige wie CH, in ganz unterschiedlichen Fre-
guenzbereichen verursacht. Genauer dargestellt sind H,O (hellblau) und CO; (rosa).

Thermal Radiaticn from Earth
~20% Escapes to Space

Light from the Sun
~70% Reaches the Ground

Spectral
Intensity

J \ : l m‘”v‘x ok

uv | visible | Infared
I k I

02 1 10 60
FIGUR 3.6: ABSORPTION VON CO3, H20 USW. DER ATMOSPHARE IM SICHTBAREN UND IM IR (NACH RHODE 2019)

Die physikalischen Eigenschaften der Schwingungen ganzer Atome, wurden in = 2.1.2 mit der Denk-
weise der frithen Quantenphysik erlautert (- Hertha Sponer). Die Energieniveaus, die mit den quanti-
sierten Rotationen der Molekiile verbunden sind, wurden in = 3.4.3 erlautert. In der Atmosphare
konnen alle Molekiile, insbesondere die CO,-Molekiile, sowohl schwingen als auch sich drehen.
Genau solche Bewegungen untersuchte eine der wenigen Quantenphysikerinnen, Lucy Mensing. 1926
arbeitete sie in Gottingen zusammen mit Wolfgang Pauli und nutzte die im Vorjahr von Heisenberg
erfundene, abstrakte Matrizenmechanik. Sie publizierte ihre Ergebnisse im Artikel Die Rotations-
Schwingungsbanden nach der Quantenmechanik. In dieser Arbeit fand sie als erste Naherung, den
Ausdruck fiir die Energie eines zweiatomigen Molekiils mit der Masse m und dem Gleichgewichts-
abstand a und mit der Schwingungsquantenzahl n und der Rotationsquantenzahl [.

h21(1+1)
8m2ma?

Molekul-Energie: ® Ep=hf (n + %) + + const. @ (nur zur Information)

Lucy Mensing trug dadurch wesentlich zur Aufklarung der Quantenphysik der Drehbewegungen bei,
die in & 3.4.3 erldutert wurde. In der A
Figur 3.7 ist das Spektrum der Absorp- ‘ ‘
tionsfahigkeit von CO, aufgetragen. Absorptionsfahigkeit von CO, im IR be
Charakteristisch sind einerseits die L
vielen eng beieinander liegenden Linien ‘ ‘
(Banden), die sich aus den Rotations- ‘ ‘
zustanden ergeben. Wichtig ist die Lage .

des gesamten Spektrums um 70 THz, 1 i.LJ.L.l\ Jib 1{. m ..J.Lh.ﬁ,l.l Ul
also entsprechend rund 4 um. Sie ergibt B ' ' -

sich aus einer gewissen Schwingungs-
weise des Molekils. FIGUR 3.7: ABSORPTION VON CO;
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Der menschgemachte Zuwachs des CO,-Gehalts der Atmosphare macht sich
an den Stellen bemerkbar, die in Figur 3.6 durch gelbe Pfeile markiert sind:
Dort absorbiert dieses Treibhausgas an Stellen, wo das von Natur aus
vorhandene H,0 die IR-Strahlung, die von der Erde ins Weltall zurlickmuss,
durchlassen wiirde und erhéht die 324 W/m? und die dazugehérige Toverfi.

Als Quantenmechanische Karriere mit klassischem Ende fasst der Biograph
Gernot Miinster das Leben von Lucy Mensing zusammen. Dank der
Forschung lernte sie ihren Mann kennen; die klassische Arbeitsteilung
fesselte sie an den Haushalt und beendete ihre Karriere. > PANORAMA.
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3.4.8 Der Spin als Variable in der Zustandsfunktion (Erganzung)

Die Zustandsfunktion fiir ein Quantenobjekt, das sich im gewohnlichen Raum bewegen kann, das drei
Freiheitsgrade hat, wie der Fachausdruck lautet, ist eine Funktion von drei Variablen: ¢(x,y,z). Wenn
eine Punktsymmetrie vorliegt, wie beim Atom, ist es zweckmassig, die Kugelkoordinaten zu benitzen.
Kugelkoordinaten werden auch in der Geographie benutzt: geographische Lange = ¢ und geographi-
sche Breite = . Die rdumliche Zustandsfunktion fiir das H-Atom hat die Form (r,¢, &). Die Variablen
sind Teilmengen aus der Menge der reellen Zahlen: r>0; 0 < ¢ < 21; -t/2 < ¥ < +11/2. Die Winkelvariable
@ ist eng mit dem Drehimpuls eines Zustands verkniipft. Es gibt sogar eine Unbestimmtheitsrelation,
die den Winkel und den Drehimpuls verbindet.

Der in 3.4.5 erwahnte Spin ist nicht nur ein zusdtzlicher Freiheitsgrad, sondern auch eine spezielle
Variable. Diese Variable kann nur zwei Werte einnehmen, nicht die Werte eines ganzen Intervalls der
reellen Zahlen, wie die geometrischen Variablen. Trotzdem und zusatzlich besitzt der Spin eine
Richtung im Raum, dhnlich wie der Drehimpuls: x(up) = T oder x(down) = l. Die Funktion x besitzt also
besondere Eigenschaften. Sie ist beispielsweise nicht stetig.

Der nur mit relativistischer Quantenphysik erklarbare Spin besitzt beim Elektron zwei
Einstellmoglichkeiten T oder . Der Elektronenspin steht am Grund des Pauli-Prinzips.

Soll die Zustandsfunktion fir ein Atom auch den Spin erfassen, kann sie als Produkt einer Raumfunktion
und einer Spinfunktion geschrieben werden: ¥ = (r,¢, §)-x(s). Wolfgang Pauli hat 1927 den Spin
konkret mit 2 x 2 Matrizen beschrieben. Sie passen zur Matrizenform der Quantenmechanik, die
Heisenberg 1925 eingefiihrt hat.

1927 wurde der Spin der Protonen entdeckt, und als man 1932 das Neutron fand, zeigte es sich, dass
auch dieses einen solchen Spin besass. Wegen des Vektorcharakters addieren sich beispielsweise die
4 Spins der 4 Nukleonen im Helium-Atomkern zu null.

Spater realisierte man, dass es auch Quantenobjekte mit Spin 0 oder 1 gibt. Quantenobjekte, die den
Spin % besitzen wie das Elektron, nennt man Fermionen, weil Fermi unter anderem die vielen quasi
freien Elektronen in einem Metall untersucht hat. Quantenobjekte mit Spin 0, wie das Photon, nennt
man Bosonen. Wenn mehrere Bosonen oder Fermionen zusammenwirken, verhalten sie sich
unterschiedlich, wie - 3.5.4 dargelegt wird.

Enrico Fermi (- PANORAMA 1950) war als junger Forscher in Leyden, als dort der Spin entdeckt wurde.
Spater forschte in Rom am Neutron. Er erhielt 1938 den Nobelpreis for his [
demonstrations of the existence of new radioactive elements produced by
neutron irradiation, and for his related discovery of nuclear reactions brought
about by slow neutrons. Er flichtete mit seiner Frau Laura vor Mussolini direkt
von Stockholm in die USA. Dort arbeitete er im Manhattan-Projekt und leitete
den Bau des ersten Kernreaktors in Chicago. Dieser erzeugte 1942 erstmals
Warme und spaltbares Plutonium-239. «Fermi-Probleme» sind Uberraschende
Aufgabenstellungen, die sich im Kopf liberschlagsmdssig 16sen lassen. Das
klassische Beispiel lautet: Wie viele Klavierstimmer gibt es in Chicago?

AKTIVITATEN ZU 3.4

AUFGABEN:
3.11) Ein Blick in die Nobel-Lecture von David Ketterle {iber Bose-Einstein-Kondensation
3.16) Fehler bei der Darstellung des Treibhauseffekts

BIOGRAPHIEN:
Lucy Mensing
Enrico Fermi
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3.5 Mehrere Quantenobjekte — etwas Quantenstatistik
Etappe 6 Teil Il: Ununterscheidbarkeit und ihre Konsequenzen

3.5.1 Quantenphysik verstehen, ohne viel zu rechnen. — Was heisst iiberhaupt «verstehen»?

Schon Galilei sagte, das Buch der Natur sei in der Sprache der Mathematik geschrieben. Ebenso stark
gewichtete Werner Heisenberg 1973 in seinem Buch Schritte (iber Grenzen (S. 237) die Rolle der
Mathematik: Denn die kleinsten Einheiten der Materie sind tatsdchlich nicht physikalische Objekte im
gewdhnlichen Sinne des Wortes; sie sind Formen, Strukturen, oder im Sinne Platos, Ideen, iiber die man
unzweideutig nur in der Sprache der Mathematik reden kann. Dass mangelnde Mathematik physikali-
schen Fortschritt behindert, hat Schrodinger 1926 vor seinem grossen Wurf ausgedriickt: Wenn ich nur
mehr Mathematik kénnte! Doch dann gelang ihm in der Artikelserie Quantisierung als Eigenwert-
problem, eine neue Grundlage fiir die Quantenmechanik in Form einer Differentialgleichung zu formu-
lieren: Als Einstein sie kennenlernte, schrieb er Schrédinger: Der Gedanke Ihrer Arbeit zeugt von dchter
Genialitdt. — Konnen wir nichts von der Natur verstehen, wenn wir «nicht-genial» sind und die Mathe-
matik der Differentialgleichungen nicht beherrschen?

Ebenso wie bei der scheinbaren Welle-Teilchen-Paradoxie liefert Feynman auch hier einen Schliissel.
Im Zusammenhang mit der QED schrieb er einem Kollegen: What do | mean by understanding? Nothing
deep or accurate — just to be able to see some of the qualitative consequences of the equations by some
method other than solving them in detail. Genau das versuchen wir auch: Einige qualitative Konsequen-
zen aus den Naturgesetzen herauszulesen, ohne die Gleichungen im Detail zu l6sen.

3.5.2 Physikalische Gréssen und mathematische Operatoren (Erganzung)

Wir kennen nur ein einziges physikalisches System, das uns als Beispiel dienen kann, den Potentialtopf,
den wir in = 2.7 klassisch und quantenmechanisch betrachtet haben. In seinem Innern wirkt keine
Kraft. Dort ist das Objekt ist frei. Die Wande sind unendlich hart, so dass das Objekt nie dort sein darf.
Wir haben den Grundzustand folgendermassen beschrieben: ;4 (x) = 0.7 - sin (%)
Nun soll die Breite des Topfs statt konkret 4 nm allgemein b sein. Wir achten auf die Symmetrie und
stellen den Nullpunkt in die Mitte des Topfs. Damit die Randbedingung erfillt ist, muss nun eine cos-
Funktion beniitzt werden. Zuletzt muss der Faktor 0.7 nm™/2, der dafiir sorgt, dass insgesamt genau
ein Objekt da ist, neu berechnet werden.

b/2

1= ¢1-¢1-dx=j

—-b/2 -b/2
Das Resultat sind folgende Zustandsfunktionen:

Yi+(x) = i\/% - cos (%) Yo (x) = i\/% - sin (2 %) Y3+ (x) = i\/% * cos (3 %) usw.

Aus den Wellenlangen ergeben sich mit de Broglies Beziehung die zugehoérigen Impulse und daraus die

Energien der erlaubten, stationdren Zustiande wie sie bereits in Figur 2.19 dargestellt worden sind:
h? 4h? 9h2 n2h?
E, = oder E, =—— oder E3 =—— usw. E, =
1 8mb?2 2 8mb?2 3 8mb?2 n

biz X 12 , [?? X 12 , b 2
C -[cos(?)] dx=C lj—b/z[COS(?)] dx=C 5 o C= 3

8mb?2

Neben E interessieren uns aber auch die Werte anderer physikalischen Gréssen, wie der Ort x und der
Impuls p. Wir wissen aus 3.3, dass wir nur die Erwartungswerte (x) und (p) und die entsprechenden
Schwankungen Ax und Ap angeben kdonnen. Das machen wir der Reihe nach:

(x) ist das mit der entsprechenden Zustandsfunktion gewichtete Mittel von x.
b/2 2 b/2
o= yexpadx =3 |
-b/2 -b/2
Wegen des Faktors x ist der Integrand punktsymmetrisch und der Wert des Integrals = 0. Das gilt, was
niemanden erstaunt, auch fur alle héheren Zustande: (x,) = 0.

x- [cos (%)]2 dx =0

Interessanter sind die Schwankungen, denn diese unterscheiden sich von Zustand zu Zustand, wie man
aus den unterschiedlichen Orbitalen herauslesen kann. Die Schwankung nimmt mit n zu:

Fir alle n gilt: (Ax)? = ((x — (x))?) = ((x — 0)?) = (x?).
(Ax)? ist demnach das mit der entsprechenden Zustandsfunktion gewichtete Mittel von x%
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Die sehr anspruchsvolle Aufgabe fiihrt auf ein Integral, das wir mit dem Integralrechner (z. B. auf
www.integralrechner.de) I6sen!

2 [b/2 X 12 (nz - 6)b2
P — — = —
(Axq)* = 5 f_b/zx [cos( )] an?

Daraus erhalten wir: Ax; = /12 >+b =0.18076...-b =~ 20% b

Dieser Wert ist plausibel. Wir hatten auch aus der Figur 2.18b auf ihn schliessen kénnen. Wenn Sie Lust
verspuren, kdnnen Sie die entsprechenden Rechnungen auch fiir die angeregten Zustdande 1), usw.
durchfiihren. Dank des Integralrechners sind sie nicht mehr schwierig.

Schwierig ist es ebenfalls, die entsprechenden Rechnungen fiir den Impuls durchzufiihren. Wir kdnnen
nicht einfach p an die Stelle von x setzen, denn die beiden Variablen sind durch Schrédingers Gleichung
verknlipft, die wir (noch) nicht kennen.
Einfacher als p ist iberraschenderweise p?, wenn man von der Vermutung (p) = 0 ausgeht:
Aligemein gilt wieder: (Ap)? = ((p — (p))?) = ((p — 0)?) = (p?).
In jedem stationadren Zustand gilt nun:
(E) = (p?/2m) unddamit (p?)=2mE

. . h? .
Betrachten wir den Grundzustand i, (x) mit E; = P erhalten wir:

b2’
n? n? h o
Smb? = 4_b2= (AP1)2 < Ap, = b (°)

Am Beispiel Y, (x) des Potentialtopfs kdnnen wir damit erstmals die UBR quantitativ testen:
Ax, - Apy = /” o _0.09038..-h > —~=0.07957...- h
1272 2 4m

Natdrlich wird die UBR auch in diesem Fall eingehalten. Mit wenig Aufwand kdnnen Sie nachprifen,
dass dies auch fiir alle angeregten Zustande gilt.

(p?) = 2mE; = 2m——

Wir diirfen davon ausgehen, dass auch (p?) sich als gewichtetes Mittel berechnen lasst. Das ist dank
Schrédingers «idchter Genialitit» — so Einstein — moglich. Sie steckt in folgender «Ubersetzung»:

2 . hZ d? ~_ . hd
@ (Ey=(") © pP=—15.5 © p=i ©

271' dx

Beachten Sie das Minus-Zeichen, Plancks Konstante und die doppelte Ableitung nach dem Ort x! Dies
sind nun keine Faktoren, sondern ein Operatoren $? und . Wir (iberpriifen die «&cht» geniale Setzung
durch Vergleich mit dem (*) von oben. Die «Ubersetzung» kommt folgendermassen ins Spiel:

b/2 2 2 2 b2 _
(P12> = _%jb/z cos (%) % . ddx [cos (Zx)] cdx = — 42ﬂhzb f_b/z cos (%) Tﬂ : % [sin (%)] “dx =

h? b/2 i X > b K? h .
— . i —_—— - = PARN - o
2mb? f b/2 ( ) b cos ( b ) dx 2b5 2 4b? Ap1 2b wie in (%)

3.5.3 Im Schnellzugstempo zur Schrédinger-Gleichung

Die physikalische Grundidee geht auf den Energiesatz zuriick, wie in = 2.5 skizziert worden ist:
A2

2 2
pot(x) “P(x) = Epor () P (x)

p
+ Epot = ﬁw(x) + Epot'

p
Eyin + Epot = ﬁ

Unbekannt in dieser Gleichung ist die Funktion ¥ (x). Sie kann erst bestimmt werden, wenn durch den
«acht genialen» Gedanken mit dem Impuls-Operator p aus dieser algebraischen Gleichung eine
Differentialgleichung gemacht wird. Wir stellen vorerst die einfachste Version mit 1 Objekt in 1
Dimension vor, ohne die Variable Zeit und ohne den Spin:

Erwin Schrédinger 1926: Zeitunabhdngige Schrédinger-Gleichung in 1 Dimension
2

%i(tli(x)) + Epot(X) P (x) = — ——- _(dxlp(x)) + Epot(X) - P(x) =E-p(x) (3.4)

8n2m dx

In 3.5.5 werden wir zeigen, dass die Losungen, die wir in = 2.7 fiir den Potentialtopf gefunden haben,
die Gleichung (3.4) erfllen.
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3.5.4 Die spinnen, die Quantenobjekte: Kollektivisten und Individualisten.

Sobald zwei oder mehrere oder viele (10?%) Quantenobjekte der gleichen Sorte zusammenwirken, ist
ihr statistisches Verhalten von Bedeutung und setzt Zusatzforderungen an die Losungen von (3.4).
Beispiele sind das He-Atom und das H,-Molekiil. In Biomolekilen
wirken eine grosse Anzahl von Elektronen zusammen, noch
grosser ist die Anzahl Leitungselektronen in einem Cu-Draht oder
die der Photonen im Laserresonator. Enrico Fermi (= 3.5.3) und
Paul Adrien Dirac haben die Statistik von Elektronen und ihres-
gleichen, der Bauteile der Materie, formuliert.

Der Inder Satyendranath Bose und Albert Einstein haben die
alternative Statistik fur Lichtquanten, Gluonen, Higgs-Bosonen,
- Gravitonen und andere «Klebeteilchen» im Universum gefunden. --
Das statistische Verhalten von Quantenobjekten hangt von ihrem Spin (ganzzahlig oder halbzahlig) ab
und ist in beiden Fallen radikal anders als das von klassischen Objekten:

QUANTENOBJEKTE BESITZEN IM GEGENSATZ ZU KLASSISCHEN OBJEKTEN KEINE INDIVIDUALITAT.

Dass Quantenobjekte ununterscheidbar sein sollen, steht in starkem Widerspruch zu unseren Vor-
stellungen. Ununterscheidbarkeit spielte erstmals bei Max Plancks Untersuchung der Warmestrahlung
eine Rolle. Spater haben Einstein und andere Physiker diesen Wesenszug der Quantenobjekte, der
ebenso irritierend ist wie die Dualitat, weiter untersucht. Erwin Schrédinger schrieb dazu um 1950:
Manche dlteren Philosophen wiirden, wenn ihnen der Fall [der Quantenobjekte, HPD] vorgelegt werden
kénnte, sagen: eure neumodischen Atome bestehen iiberhaupt aus keinem Stoff, sie sind reine Form.

Schrodinger erlautert den Sachverhalt mit zwei Quantenobjekten, die auf drei Zustdnde zu verteilen
sind, durch zwei Preise, die drei Preistrager:innen Anna, Beat und Chris zugesprochen werden. Die
verschiedenen Statistiken werden durch verschiedene Preistypen reprasentiert: Klassische Objekte
entsprechen unterscheidbaren Gold- und Silbermedaillen, Bosonen entsprechen ununterscheidbaren
Medaillen aus irgend einem Material und Fermionen entsprechen ununterscheidbaren Mitspielplatzen
in einem Olympiateam.

(1) Die «gewdéhnliche» oder klassische oder Boltzmann-Statistik

Auf welche Arten kann man 2 «gewdhnliche», unterscheidbare, klassische Objekte G und S an 3 Orten
A, B, Cunterbringen, respektive sie auf drei Zustdande verteilen? —Im Schema unten wird deutlich, dass
das auf 9 verschiedene Arten erfolgen kann.

Anna G |S G |S GS | Grundzustand 2 klassische Teilchen
Beat |G | S S G GS 1. angeregter Zustand G = Goldmedaille 1
Chris |[S |G |[S |G GS 2. angeregter Zustand S = Silbermedaille 9

Die Boltzmann-Statistik gilt beispielsweise fiir die Verteilung von Stickstoffmolekilen auf verschiedene
Energieniveaus eines Gases. Sie wird hier veranschaulicht durch 2 unterscheidbare Medaillen, eine aus
Gold G, eine aus Silber S. — Es gibt 32 Verteilméglichkeiten: Die Goldmedaille an A, B oder an C und je
die Silbermedaille wiederum an A, B oder an C.

(2) Die Bose-Einstein-Statistik fiir Quantenobjekte mit ganzem Spin < kollektivistische Bosonen
Auf welche Arten kann man 2 ununterscheidbare Medaillen B1 und B2 (= Quantenobjekte) an 3 Orten
unterbringen, wenn sie vom «geselligen Typus» sind, sich also im gleichen Zustand vertragen? Es gibt
6 Moglichkeiten: 3 «gerechte» mit zwei Sieger:innen oder 3 «ungerechte» Moglichkeiten mit einem
Doppelsieg <= gar nicht oder einfach oder doppelt besetzt. <> Unbegrenzt viele Bosonen kénnen den
gleichen quantenphysikalischen Zustand einnehmen.

Anna B1 B1 B1B2 | Grundzustand 2 gesellige Q.objekte
Beat B1 B2 B1B2 1. angeregter Zustand B = eine Medaille
Chris B2 B2 B1B2 2. angeregter Zustand 2 zum Verteilen %%

Die Bose-Einstein-Statistik gilt beispielsweise fir die vielen Photonen, die einen koharenten Laser-
Wellenzug bilden. Sie gilt auch fiir die vielen Cooper-Paare (aus 2 Elektronen mit entgegengesetztem
Spin und Totalspin 0), welche die Supraleitung fur die MRI-Elektromagnete ermdoglichen.
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(3) Die Fermi-Dirac-Statistik fiir Quantenobjekte mit halbem Spin < individualistische Fermionen
Auf welche Arten kann man 2 ununterscheidbare Quantenobjekte an 3 Orten unterbringen, wenn sie
vom «individualistischen Typus» sind, sich also nicht im gleichen Zustand vertragen? Wir veranschau-
lichen solche Quantenobjekte durch 2 nicht unterscheidbare, identische Mitspielpldtze F1 und F2, in
einem bestimmten Spiel mitzuspielen.

Anna F1 F1 Grundzustand 2 individualist. Quantenobj.
Beat | F1 F2 1. angeregter Zustand F = Platz im Spiel
Chris | F2 F2 2. angeregter Zustand 2 Stiick zum Verteilen @@

Die Fermi-Dirac-Statistik gilt haufig. Sie gilt fiir Elektronen in Atomen, Molekilen und Kristallen, fir
Neutronen in Atomkernen und in Neutronensternen: Der Individualismus sorgt fiir eine minimale
Grosse von Atomkernen, Atomhiillen, Neutronensternen usw. trotz Anziehungskraften.

Die Fermi-Dirac-Statistik ist die Grundlage des Pauli-Ausschluss-Prinzips. Wolfgang Pauli postulierte es
1925 als eine «quantenmechanische Zweideutigkeit» des Elektrons, dies noch bevor Uhlenbeck und
Goudsmit die Spin-ldee veroffentlichten. Wenn man die Spin-Quantenzahl nicht beriicksichtigt, gilt:

Pauli-Prinzip: Es diirfen héchstens zwei Elektronen im gleichen Quanten-Zustand ¢ sein.

3.5.5 Mehrere klassische Teilchen, Bosonen oder Fermionen im Potentialtopf (Ergdnzung)

Wir betrachten nun konkrete Anwendungen der Schrodinger-Gleichung (3.4) gemaéss 3.5.3 und der
abstrakten Darlegungen zu den beiden Sorten von Quantenobjekten im Abschnitt 3.5.4. Wir nehmen
natirlich nur den einfachsten Fall mit je nur 2 Quantenobjekten. In den Abschnitten (1) und (2) werden
Vorbereitungsarbeiten erledigt.

(1) Ein Quantenobjekt allein im Potentialtopf. Noch spielt es keine Rolle, ob es ein Boson oder ein
Fermion ist. Wir betrachten die Zustandsfunktion fiir den Grundzustand in der Schreibweise von 3.5.2:

Yi(x) = f cos ( ) ) und setzen diese Funktion zur Kontrolle ein in die Schrodingergleichung (3.4):

T (TX
-—-sm(—)

d d |2 X 2 d X 2
L= s (@= [F o= [EE

d< 2163 )> (ﬁ Zsin(ix)>= ﬁ-%-%-cos(ix)=—Z—j-\/§-cos(%x)=—7;—j-¢l(x)

Hier konnen wir beruhigt feststellen, dass unsere Zustandsfunktion die Schrédinger-Gleichung erfillt,
die im Inneren des Potentialtopfs keine potentielle Energie aufweist: Man dividiert sie durch ¥, (x).

(L) = (“E) ) =B
8m?m dx dxll}1 )T T gnem b? Yax) = By (x
hZ
und erhélt nach dem Kiirzen fiir die Energie des Grundzustands wie in > 2.7: E; = 57m
(2) Schrodinger-Gleichung fiir zwei Quantenobjekte und Ableitungen bei zwei Variablen:
Wir missen die Orte der beiden Objekte folgendermassen durch zwei Koordinaten kennzeichnen:

- 8:22m_ dixl(dixl) s (dx )] Y(x1,%2)) + Epor (1, x2) - (1, x3) = E - (xq, x3) (3.4+)
ohne potentielle Energie: — 8:22m- [dixl (dixl) + diz (dxz)] Y(x1,%3)) = E - P(xq,x3) (3.48)

Mathematisch ist zu beachten, dass beim Ableiten nach x; die Variable x, als konstanter Parameter zu
behandeln ist und umgekehrt beim Ableiten nach x,die Variable x; ein konstanter Parameter ist.

Wir illustrieren (3 48§) an folgender Beispielfunktion:

[dxl (dxl) T, alx2 (dxz)] Yl xz) = [dx1 (dil) + dixz<dix2>] a - cos(bx,) - cos(cx,) =

d /d
a - cos(cxy) - [d ( )] cos(bx,) + a - cos(bx,) - [dxz (d—x2>] cos(cx,) =
a-cos(cxy) - [— bz] cos(bxl) + a-cos(bx;) - [—c?] cos(cx,) =
= —ab?c? cos(bx;) - cos(cx,) = —b2c? - P(xy, x5)
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(3) Zwei Bosonen mit den Koordinaten (x;, x,) im Potentialtopf. Konkretes Beispiel zwei He-4-Atome
ohne Wechselwirkung zwischen zwei Spiegeln im Abstand b.

Die Zustandsfunktion fiir ein System aus Bosonen muss nicht nur die Schrodinger-Gleichung, sondern
auch noch folgende Symmetrie-Bedingung erfiillen:

Die Zustandsfunktion fiir Bosonen ist symmetrisch gegen Vertauschung der Quantenobjekte:
Das bedeutet flr zwei Bosonen: Wg(x1,x, ) = +W5 (x5, %1)
Die Zustandsfunktion Wy ist mit Einzelboson-Zustanden folgendermassen realisierbar:

Wp(x1,x2) = Py(x1) - Pa(xp) + Py (x2) - Yo (xg) = +[h1(x2) - P (xq) + 1 (x1) - P2 (x2)] (3.5a)

Wir setzen den bekannten Grundzustand ., (x) = cos ( , ) = (- cos (%) in (3.5a) ein:

E
Wpar(x1,xz ) = CCOS( b ) CCOS( ) + CCOS( ) C cos (ﬂxl) =2C2. cos( . ) C cos (HZZ).
Wir W|ssen dass mehrere Bosonen im gleichen Zustand sein diirfen. Wir Gberpriifen nun (3.4**)

g s ) * ) 267 (57) s (52) =207 s (52 e ()

Die Rechnung verlauft so, wie im Abschnitt (2) durchgefiihrt worden ist. Die Funktion steht auf beiden
Seiten der Gleichung und lasst sich wegdividieren. Aus den Ableitungen entsteht das Minus-Zeichen

hZ
8b2m 2Ey
Das ist, was der «gesunde Menschenverstand» erwartet: Zwei Bosonen liefern die doppelte Energie.
Es gibt zudem angeregte Zustande mit héheren Energien, und: Ruhe ist unmoglich. @

2 2
sowie die Faktoren (%) und (%) also wird im Grundzustand von zwei Bosonen: Egg, = 2

(4) Zwei Fermionen mit den Koordinaten (x;,x,) im Potentialtopf. Konkretes Beispiel zwei He-3-
Atome ohne Wechselwirkung zwischen zwei Spiegeln im Abstand b.

Die Zustandsfunktion flr ein System aus Fermionen muss nicht nur die Schrédinger-Gleichung,
sondern auch noch folgende Antisymmetrie-Bedingung erfiillen:

Die Zustandsfunktion fiir Fermionen ist antisymmetrisch gegen Vertauschung der Q.objekte:
Das bedeutet fir zwei Fermionen: Wg(xq,x, ) = —Wp(xy,x1 )
Die Zustandsfunktion W ist mit Einzelfermion-Zustanden folgendermassen realisierbar:

We(xy,x2) = P101)  Pa(xz) — Y1 (xp) - Pa(xg) = —[P1(x2) * Yo (x1) — 1 (1) P2 (x2)] (3.5b)

Wir setzen den bekannten Grundzustand g, (x) = \/% * CcoS (%) = C - cos (%) in (3.5b) ein:

Weer??77? (x4, xz)—Ccos( > ) C os( > ) Ccos( p ) C os( > )—0
Wir hatten wissen sollen, dass das nicht geht, denn es sind nie zwei Fermionen im gleichen Zustand.

Der Grundzustand des Systems W, erlaubt ein Fermion im Grundzustand ¥;,-(x) = C cos ( ) ) und

zwingt das zweite Fermion in den ersten angeregten Zustand 4, (x) = C sin (T) also gilt

Weer(xq,x5 ) = C cos (T) - C sin (2%) —C cos (T) - C sin (27:;61).

Auch von dieser Zustandsfunktion ist zu zeigen, dass sie die Gleichung (3.4**) erfllt:
—h%C%1d [ d d [d TX\N | (27X, TXy\ | (27X,

| () * s ()| 0 () sin (557) = cos () sin (S5 = B g2
Die Rechnung verlauft so, wie im Abschnitt (2) durchgefiihrt worden ist, allerdings ist sie doppelt so
umfangreich. Die Funktion Wg, steht auf beiden Seiten der Gleichung und ldsst sich wegdividieren. Es

bleibt: s [— (%)2 - (27”)2] =Epgy © @ Epgr =5-—5— b =5E, ©

8m2m

(5) Vergleich Fermionen — Bosonen: Offenbar dussert sich das individualistische Verhalten der Fer-
mionen, das Pauli-Prinzip, so wie eine abstossende Kraft, die im Potentialtopf nach oben treibt.

(6) Vergleich Quantenobjekte — klassische Objekte: Wenn die Objekte nicht wechselwirken, gilt fir
das System E = E; + E;. Wahrend Quantenobjekte nie ruhen kénnen, nur gewisse Energiestufen
annehmen und das Pauli-Prinzip beachten missen, besitzen klassische Objekte alle Freiheiten.
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3.5.6 Helium quantenmechanisch genauer verstehen. (Erganzung)

Die Quantenmechaniker machten sich nach der Erklarung des H-Atoms und des He*-lons sofort hinter
das Helium (weshalb ist das farbige Bild falsch?) und das analoge Li*-lon. Das sind die einfachsten
Systeme mit mehr als einem Elektron. 1926 waren Paulis Ausschlussprinzip und die Existenz des Spins
bekannt. Werner Heisenberg berlicksichtigte diese Erkenntnisse in einem
allgemeinen Artikel Mehrkérperproblem und Resonanz in der Quantenmecha-
nik, in dem er fiir zwei gekoppelte Resonatoren eine antisymmetrische
Zustandsfunktion untersuchte. In 3.5.5 haben wir zwei Quantenobjekte im
mathematisch einfachen Potentialtopf untersucht. Weil Heisenbergs grund-
legende Einsichten anhand von quantenmechanischen Resonatoren gefunden
wurden, wird manchmal heute noch falschlicherweise das antisymmetrische
Verhalten von zwei Fermionen auf irgend eine «Resonanzkopplung», eine
«Resonanzkraft», zurtickgefuhrt.

Als Born die Wahrscheinlichkeitsinterpretation erfand, dachte Heisenberg genauer Uber die Spektra
von Atomsystemen mit zwei Elektronen nach. Er machte zuerst Eine Berechnung ohne Beriicksichtigung
der Elektronenmagnete [ohne magnetische Momente der Elektronen]. Er fand mit der Schrédinger-
schen Methode der Eigenfunktionen [y der 1s-Zustandstdnde] mit der Spektroskopie libereinstim-
mende Werte fir die Lage der He-Energieniveaus. Die Grundidee dieser Rechnung soll hier skizziert
werden. Heisenbergs anschliessende Berechnung mit Beriicksichtigung der Elektronenmagnete fihrt
auf die sogenannte Spin-Bahn(beachte das Wort!)-Kopplung und ist Thema fiir die Hochschule.
Heisenberg hat bei seinen Rechnungen zum Helium erstmals von Zustdnden mit in den Elektronen-
Koordinaten antisymmetrischer Eigenfunktion gesprochen. Im Helium bilden die beiden ununter-
scheidbaren Elektronen ein Gesamtsystem. Es ist das einfachste System, in dem das heute aktuelle
Konzept der Verschridnkung eine Rolle spielt. Mehr zur Verschrankung in - 3.7.6.

Fir die Zustandsfunktionen der beiden Elektronen 1 und 2 mit der Abkulrzung r fir die je vier Variablen
X, y, z, s ergibt sich zusatzlich zur Schrodinger-Gleichung gemass 3.4b eine Forderung fir die anti-
symmetrische, fermionische Zustandsfunktion:

Ye(ryry) = —We(ry,re)
Nun kann jede Funktion ¥(r) als Produkt einer raumlichen Funktion ¥ (also ein 1s-, 2s-, 2p- usw.
Zustand) und einer Spinfunktion y (up oder down) geschrieben werden. Deshalb gibt es zwei Arten,
der Antisymmetrie-Forderung gerecht zu werden:

Singulett-Zustand: Geometrie symmetrisch und Spin antisymmetrisch

lPsingulett(rl'rz ) = wsymmetrisch(xl'xz ) ' Xantisymmetrisch(llz)
Triplett-Zustand: Geometrie symmetrisch und Spin antisymmetrisch

l‘Utriplett(rl' L) ) = lpantisymmetrisch (xpxz ) ' Xsymmetrisch(ltz)
Die Worter «Singulett» und «Triplett» stammen aus der Spektroskopie und benennen die Aufspaltung
einer Spektrallinie im Magnetfeld auf 1 (keine Aufspaltung) respektive 3 Linien. Ein Singulett entsteht
bei antiparallelen Spins T, ein Triplett entsteht bei parallelen Spins TT oder ll. Zwei parallele Spins

aufaddiert geben einen Gesamtspin, der up oder down oder «seitwarts» zeigen kann und damit im
Magnetfeld zu einer Aufspaltung in drei Linien fiihren.

Ohne Berticksichtigung der Elektronenmagnete wird die Energie eines Zustands ¥ (ry,7, ) nur durch
Geometrie ¥(xq, x, ) bestimmt. Fur Helium und das Lithium-lon gilt nun:

Singulett-Zustand: Bei tiefster Energie befinden sich beide Elektronen im 1s-Zustand:
Ysymmetrisch (X1, X2 ) = 1sZustand(x,) * 1sZustand(x;) (nur mit Spin 1T méglich)

Triplett-Zustand: Bei tiefster Energie befindet sich ein Elektron im 1s- und das andere im 2s-Zustand:
Yantisymmetrisch (X1, X2 ) = 1sZustand(x,) - 2sZustand(x;) — 1sZustand(x;) - 2sZustand (x,)

Offensichtlich besitzt der Singulett-Zustand die tiefere Energie. Das ist der alltdgliche Zustand beim
Helium. Weil im Singulett-Zustand die Spins antiparallel sind, spricht man von Para-Helium. Der
Grundzustand des Ortho-Heliums, das sich im Triplett-Zustand mit parallelen Spins befindet, liegt etwa
20 eV hoher als der Grundzustand des Para-Heliums.
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3.5.7 Die Elektronenpaar-Bindung quantenmechanisch genauer verstehen. (Erganzung)

Die Quantenmechanik erklarte erstmals, weshalb «die Welt nicht zusammenfallt», ndmlich, weshalb
die Atome stabil sind, die Elektronen nicht in die Kerne stiirzen. Erst in einem zweiten
Schritt vermochte sie auch zu erkldaren «was die Welt zusammenhadlt». Die
verschiedenen Bindungen (iberlassen die meisten Physikblcher lieber der Chemie,
denn die Realitat ist komplex. Wir versuchen trotzem, eine Brlicke zu schlagen.
Wahrend die lonenbindung und die metallische Bindung — zumindest im Prinzip —
leicht zu verstehen sind, bildet die Elektronenpaar-Bindung eine Knacknuss-Aufgabe:
Wie ist es moglich, dass zwei elektrisch neutrale Atome elektrisch zusammenhalten kdnnen? Es gibt ja
keine anderen Krafte als elektrische. Diese Frage wurde 1927 von Schrodingers Mitarbeitern Walter
Heitler und Fritz London, im damaligen Biergarten auf dem Limmatinselchen in Zirich beantwortet.

Wir erinnern uns an die in - 2.7.3 geleistete Vorarbeit am H,*-Molekdil-lon. Die klassische Physik sagt,
dass es kein H.*-Molekiil-lon, geben darf. Begriindung:

Energetisch am glinstigsten ware gestreckt und punktsymmetrisch: p* —e™— p".
Die Coulomb-Anziehung p* — e ist aber viermal starker als die Coulomb-Abstossung p* — p*, weil der
Abstand quadratisch eingeht. Die beiden Protonen miissten so aufs Elektron stiirzen!
Die Quantenmechanik weiss hingegen: «Das Quantenobjekt ‘Elektron’ ist Gberall und nirgends».
Beim H," kann das Elektron zum Beispiel in einem Orbital sein, das zu je 3/7 um die beiden Protonen
liegt und nur zu 1/7 im Zentrum des Molekiils. Das Elektron schirmt die Ladungen der Protonen
teilweise ab. Diese haben nur noch die Wirkung +4/7-e. Dann stellt sich beim Abstand X ein Krafte-

. . . . e 1 4e/7'4e/7 1 1le/7-4e/7
gleichgewicht ein. Beim Proton 2 gilt: Fprotoni—protonz = 75 (EX)_(;X) = (:X)_(fx)

Es kann ein H,*-Molekil-lon existieren. In der simplen Rechnung musste X offen bleiben. Wir finden,

dass ein stabiles Orbital mit einem Energieminimum denkbar ist, kbnnen aber nicht begriinden,

weshalb das beim Kernabstand X = 106 pm = 2 Bohr-Radien = 2-a der Fall ist. — Bei der Elektronen-

paarbindung im H>-Molekiil geht es nun darum: 5
AN\

= FElektron—Protonz-

() eine Zustandsfunktion fir zwei Elektronen im Kraftfeld von
zwei Kernen im Abstand R der beiden Atomkerne, respektive der
beiden Protonen A und B, zu finden und

(1) die gesamte elektrische Energie als Funktion des Abstands R
auszurechnen, deren Minimum zu suchen und zu hoffen, dass es
negativ ist, also einer stabilen Bindung entspricht. A B

:—R [Summe aller elektr. Energien als Funktion von R] = 0 FIGUR 3.8: ORTE IM H,-MOLEKUL

und [Summe aller elektr. Energien beim extremen R] < 0

(I) Wie beim Helium-Atom miissen auch beim H,-Molekil alle denkbaren Zustandsfunktionen der
Antisymmetrie-Forderung flir Fermionen gerecht werden:

Singulett-Zustand: Geometrie symmetrisch und Spin antisymmetrisch

qjsingulett(rlx &) ) = ll)symmetrisch(xlrxz ) ' Xantisymmetrisch(lrz)
Triplett-Zustand: Geometrie symmetrisch und Spin antisymmetrisch

l‘Utriplett(rl: &) ) = lpantisymmetrisch (xpxz ) ' Xsymmetrisch(lrz)

Allerdings bedeuten die rdumlichen Variablen x4, x, jetzt etwas anderes, wie die Figur 3.8 zeigt. Alles
ist komplizierter, weil es zwei Kraftzentren A und B gibt. Im Problem scheinen 6 Variablen aufzutreten.
Effektiv kdnnen alle Grossen auf die beiden Variablen r; 4 und r,5 und den Parameter R zuriickgefiihrt
werden. Wir schreiben nun x; =114 und x, = 1,5. R ist ein Parameter, weil die Kerne sehr viel
schwerer sind als die Elektronen und deshalb die zugehorigen de Broglie-Wellenlangen so klein sind,
dass wir in unserer Naherung die Kerne als klassische Objekte behandeln diirfen.

Aus dem Coulomb-Gesetz ergeben sich zwei abstossende und vier anziehende elektrischen Wechsel-
wirkungen mit folgenden Werten, die wir in eine vervollstandigte Schrédinger-Gleichung vom Typus
(3.4) einsetzen miissen:

2

© Eu=fo+l-L£_ £ 2 21 g

4TTE
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Die Bestimmung der raumlichen Zustandsfunktionen war fiir Heitler und London sehr anspruchsvoll.
Alle Probleme, bei denen drei und mehr (astronomische oder quantenmechanische) Kérper beteiligt
sind, kdnnen aus mathematischen Griinden nur ndherungsweise geldst werden! Wir lGberblicken zwei
verschiedene Anndherungen an die unbekannte Zustandsfunktionen:

- Ist R sehr gross, dann haben wir zwei freie H-Atome, energetisch am giinstigsten je im 1s-Zustand.

- Wird R sehr klein, dann sind die Verhaltnisse fiir die Elektro- i

nen dhnlich wie beim He-Atom oder beim Li*-lon von = 3.4.6. r ‘
Wir betrachten nur die symmetrische Zustandsfunktion, die 1:4.Go -
zusammen mit dem Spin-Singulett energetisch glnstiger ist. Es

ist plausibel, dass heute die Berechnungen mit dem Computer

zum Orbital fUhren, das in Figur 3.9 dargestellt ist.

- Aus Symmetriegriinden ist das Molekiil rotationsymmetrisch.

- Aussen sind die Konturen «baseball-artig». L A
- Innen sind die Konturen «erdniisschen-artig».

Ob das stabil ist, wissen wir jetzt noch nicht. Figur 3.9: w(x) DES Ho-MOLEKULS

(1) Nun gilt es quantenmechanisch nachzuweisen, dass fiir ein gewisses R ein negatives Gesamt-
energieminimum existiert. Quantenmechanisch wissen wir bloss, dass die Elektronen «lberall und
nirgends» sind, ihre Orte (r;,) usw. fir das Berechnen der Energie aus der Zustandsfunktion zu

berechnen sind.

2 2 2 2

(Epor) = {e2+e e—e‘e‘ez}
pot! ™ Ame (riz) (ra) (r2a)  (rip)  (ras)

Die Berechnung verlduft nach dem gleichen Prinzip, wie in 3.5.2 durchgefiihrt, ist aber viel
umfangreicher und fiihrt nach Umformungen zu zwei Intergralen, dem sogenannten Coulomb-Integral
C und dem sogenannten Austauschintegral X:

02 o2 o2 o2

'Uf d3rAJﬂd 15 @4(r14) @5 ( 23)4n£ [— E—a—a—a— ](pA(rlA)(pB(rZB)
2 2

fﬂ d3rA-Uf d3rg - @ (r10) @5 (T 23)47‘[8[ ;_%_:;_A_:___ @a(r22)90p(T18)

Beide Integrale entstehen aus der Coulomb-Wechselwirkung. Nur das Coulomb-Integral C gdbe es
nach der klassischen Physik — wie wenn die Elektronenladungen einfach gemass dem Orbital ver-
schmiert waren. Das Austauschintegral X gdbe es klassisch nicht! Es ist eine Konsequenz der Ununter-
scheidbarkeit der Elektronen. Die Auswertung dieser Integrale fiihrt schon bei der Naherung, dass die
@ sehr dhnlich sind wie 1s-Zustande, zu folgenden Ergebnissen, die in Figur 3.10 dargestellt sind:

2 ©) - C und X streben fir unendlich grosse Werte von R gegen Null
] - - Coulomb intogral G & keine Wechselwirkung

i T ovenands g X - C strebt fur unendlich kleine Werte von R gegen +o &

Coulomb-Abstossung zwischen den Kernen.
. o — - X strebt fur unendlich kleine Werte von R gegen —eo < ein
-2 EEEETTTTTTTTTT quantenmechanisches Verhalten, das keine klassische Erklarung

! erlaubt: Quantenmechanik bleibt unanschaulich.

S Figur 3.10: Integrale zum - Fiir mittlere Werte von R sind C und X negativ.
I:' H2-MOoLEKOL - Fir mittlere Wertevon R also fir R = 2a gilt —C << —X

2l | | : | - Das fiir uns nicht wichtige Uberlappungsintegral gibt an, wie

1 2 3 4 5

stark sich die beiden Elektronen am gleichen Ort aufhalten.

Die Naherungen von Heitler und London lieferten gute Werte fir
R aber nur méassige Ubereinstimmung bei E. Dank Computerrechnung gibt es jetzt gute Uberein-
stimmung von Theorie und Experiment mit folgenden Werten:

interatomic distance A (ag)

Die Elektronenpaarbindung im H,-Molekdl besitzt eine Lange von R = 1.4-a und eine Bindungsenergie
von E =4.5 eV. Wie man aus der Wirkung von zwei Elektronen anstelle von einem erwartet, ist das Ha
-Molekil «enger» und «harter» als das H,*-Molekdil-lon.
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Wir fassen zusammen: Die Ndherungsrechnung zeigt, dass das Austauschintegral hauptsachlich fiir das
Energieminimum und die Stabilitat verantwortlich ist. Leider ist daraus der irrefiihrende Begriff
«Austauschkraft» entstanden. Dieser suggeriert, dass es neben den elektromagnetischen Kraften in
der Chemie bei der Elektronenpaarbindung pl6tzlich eine ganz neuartige Kraft gabe.

Die Elektronenpaarbindung entsteht nur durch elektrische Anziehung und Abstossung.
Weil die Elektronen gemass der Antisymmetrie der Zustandsfunktion fiir Spin %-Teilchen ihre Rollen
in der Rechnung auch tauschen, entsteht ein stabiles Energieminimum und damit eine Bindung.
Diese «Wechselwirkungskraft» kann nur quantenmechanisch verstanden werden.

Ohne dusseres Magnetfeld tragt der Spin zwar nichts zur Energie des Molekiils bei. Die Rolle des Spins
ist aber zentral fiir die Existenz des H,-Molekiils. Und der Spin sorgt dafiir, dass es kein H3-Molekil gibt.
Eine «ménage a trois» ist nicht moglich, weil das wieder ein Singulettzustand ware und das Pauliprinzip
das dritte Elektron in einen anderen Zustand drangte. Man spricht von einer Séittigung der Einfach-
Bindung. Hingegen ist mit 4 Elektronen eine Doppelbindung moglich, etwa beim O,.

Ein Spin-antiparalleles Elektronenpaar 11 ist der
physikalische Hintergrund fiir den Valenzstrich der klassischen Chemie.
Wegen des Elektronenspins gibt es nur Elektronenpaarbindungen. Es gibt H, und Hs*, aber kein Hs.

Die in der Biologie wichtigen H-Briickenbindungen sind mit der Elektronenpaarbindung verwandt.
Mehreres Elektronen bilden einen Potentialtopf fir das Proton. Van der Waals-Kréfte sind schwache
Mehrfachbindungen. Es sind Konstellationen, bei denen das Energieminimum sehr wenig ausgepragt
ist, so dass Bindungsenergie und Stabilitat der Bindung gering bleiben.

Die Quantenmechanik erklart die Grundlagen des Lebens und der Evolution:
(1) Die DNA-Molekiile sind dank chemischer Bindungen sehr stabil.
(2) Die DNA-Molekiile konnen dank Tunneleffekt Veranderungen erfahren.

Eine analoge Rechnung zum Triplett-Zustand fiihrt zu einem Orbital ohne Elektronendichte in der
Symmetrieebene zwischen den Protonen. Das ist energetisch ungiinstig und liefert keine Bindung. In
der Chemie wird manchmal von einem «Anti-bonding-Zustand» gesprochen.

Wer mehr Uber die herausfordernde Quantenchemie wissen will, findet Bilder beispielsweise bei
https://www.wmi.badw.de/teaching/Lecturenotes/Physik4/Physik4 Kapitel9.pdf

ORTHO- UND PARA-WASSERSTOFF

Schon bevor das H,-Molekiil quantenmechanisch durchgerechnet war, erkannten Werner Heisenberg
und Friedrich Hund die Bedeutung der Spins der beiden Protonen: Sie sind
ebenfalls ununterscheidbar. Auch fiir sie gibt es Singulett- und Triplett-
Zustande, die sich physikalisch unterscheiden missten. Spater zeigte es sich,
dass der sogenannte Parawasserstoff dem Singulettzustand der Kernspins
entspricht und bei T = 0 K ausschliesslich vorkommt. Orthowasserstoff ent-
spricht dem Triplettzustand. Bei 80 K sind beide Formen im thermodynami-
schen Gleichgewicht zu je 50% vorhanden. Bei der ortho- zu para-Umwand-
lung wird etwa 1kJ/mol frei. — Beim Betanken von Raketen mit flissigem
Wasserstoff ist auf die quantenmechanische Ununterscheidbarkeit der
Protonen zu achten! . _
Heisenberg erhielt 1933 den Nobelpreis fiir die Erschaffung der Quantenmechanik, deren Anwendung,
unter anderem, zur Entdeckung der verschiedenen Formen des Wasserstoffs gefiihrt hat.

AKTIVITATEN zU 3.5
Fermi-Aufgabe: Schatzen Sie ab, wie viele Klavierstimmer es in Chicago geben koénnte
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3.6 Die Quantenwelt ist nichtlokal.
Etappe 0 Bells Ungleichungen und die Konzepte ‘Verschrinkung’ und ‘Nichtlokalitét’

_\(\ﬂt\‘ﬁ:ﬁ\!‘w_y. The Royal Swedish Academy of Sciences has decided
% "‘éﬁ' to award the Nobel Prize in Physics 2022 to
Alain Aspect, Université Paris Saclay,

John F. Clauser, Walnut Creek (CA)
and Anton Zeilinger, University of Vienna,
for experiments with entangled photons,
establishing the violation of Bell inequalities
and pioneering quantum information science.

3.6.1 «Quantenphysik 2.0» und ihre Anwendungen

Manchmal wird die Physik mit der Schrédingergleichung und ihren vielen Anwendungen in der Elektro-
nik, der Chemie usw. als «Quantenphysik 1.0» bezeichnet. Zunehmend spielt die quantenphysikalische
Informationsverarbeitung eine La Paima Tenerife

Rolle, die mit den Stichworten

Verschréinkung (entanglement) mp

i Classical feed-forward channel
und Bells Ungleichungen ver- ‘ — o - ‘
knupft ISt \. . Orc@uamumchanne\ - ——
Spektakular ist die Ubertragung & .\/.
von Information Uber 143 km %2
zwischen La Palma und Teneriffa
mit verschrankten Lichtquanten durch Zeilingers Gruppe (Ma et al., 2012). Doch nicht die technischen
Einzelheiten von abhorsicherer Kommunikation, von Quanten-Teleportation oder von Quantencom-

putern sollen hier erlautert werden, sondern ihre physikalischen Grundlagen.

Die Hintergriinde des Nobelpreises 2022 reichen fast ein Jahrhundert zurick. Idee und Begriff
«Verschrankung» wurden von Erwin Schrédinger 1935 gepragt und im gleichen Artikel publiziert wie
seine bertihmte Katze (= 2.8.1). Dort schreibt er im Abschnitt «Theorie des Messens, zweiter Teil»:

Wenn zwei getrennte Kérper, die einzeln maximal bekannt sind, in eine Situation kommen, in der sie
aufeinander einwirken, und sich wieder trennen, dann kommt regelmdssig das zustande,
was ich eben Verschréinkung unseres Wissens um die beiden Kérper nannte.

Schon damals war es klar, dass beispielsweise die beiden Elektronen im Helium-Atom (- 3.5.6) und
im H>-Molekdl (= 3.5.7) verschrankt sind. Die Zustandsfunktionen von verschrankten Quanten-
systemen zeichnen sich dadurch aus, dass ihre Zustandsfunktion ¢ nicht als reines Produkt geschrie-
ben werden kann, sondern vom Typus der Funktionen (3.5a) oder (3.5b) sind. Weil sich solche Systeme
aber lange Zeit nur auf atomare Dimensionen begrenzten, schien Verschrankung zwar irritierend, aber
nicht spektakular.

3.6.2 Opposition aus dem Exil: Das Einstein-Podolski-Rosen-Gedankenexperiment (EPR).

Einstein hatten sich an den Solvay-Konferenzen 1927 und 1930 noch mit Bohr (iber die Giiltigkeit der
Quantenmechanik gestritten und erfolglos versucht, die Unbe-
stimmtheitsrelation zu widerlegen. Bohr, Heisenberg und Pauli
formulierten darauf eine Sicht, die als Kopenhagener Interpre-
tation der Quantenphysik in die Geschichte eingegangen ist. Die
Kopenhagener Interpretation liberzeugte den Physik-Mainstream.
Einstein und Schrédinger schienen altere Herren zu sein, nicht
mehr ganz in der Lage, den Fortschritt der Physik mitzumachen.

Bohrund Einstei

Nach der Flucht aus Nazi-Deutschland schrieb Einstein aus seinem Exil maliziés an Schrddinger,
ebenfalls im Exil, noch in Oxford: Die Heisenberg-Bohrsche Beruhigungsphilosophie — oder Religion?
— ist so fein ausgeheckt, dass sie dem Gldubigen einstweilen ein sanftes Ruhekissen liefert.
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Einstein war Uberzeugt, dass die Quantenmechanik noch unvollkommen und verbesserungsfihig sei.
Er hoffte, eine im Hintergrund wirkende Variable kénnte die Kausalitdt und die lokale Realitat retten.
1935 schreckte er «die Glaubigen» auf mit dem Artikel Can Quantum-Mechanical Description of
Physical Reality Be Considered Complete? Einstein hatte ihn in Princeton zusammen mit Boris Podolsky
und Nathan Rosen verfasst, daher die Abkirzung EPR. Wie er spater schrieb, ging es ihm weniger um
den Zufall als um den Realitatsbegriff (Besitzt das Elektron auch dann die Eigenschaft «Ort», wenn
niemand hinschaut und misst? Beim klassischen Objekt «Mond» ist die Antwort klar.) als um die Frage:
«Lokalitéit [= Trennbarkeit] oder spukhafte Fernwirkung?». Gibt es eine Wirkung von «hier und jetzt»
auf «dort und jetzt» jenseits der Grenzen der Relativitdtstheorie?

EPR gingen von einem Gedankenexperiment aus, bei dem ein angeregtes Quantensystem (radioaktives
Atom usw.) zerfdllt und zwei Quantenobjekte (Lichtquanten, Elektronen usw.) aussendet, die
auseinander fliegen: Man kénnte schreiben: anfangas = (Wendea & Wendes).

Misst man bei A beispielsweise die z-Komponente des Drehimpulses, so
ist wegen der Drehimpulserhaltung bekannt, dass in B das (endes den O
entgegengesetzten Wert zeigt. Nun sagt die UBR, dass man bei A nicht (0
gleichzeitig auch noch die x-Komponente des Drehimpulses messen

konne. Bei Yenges hingegen kann man sie messen, wenn man dort den
Gesamtdrehimpuls nicht gemessen hat. Doch man kann auf die x-Kompo-
nente von A zuriickschliessen! Macht man diese Abfolge von Messungen bei diesem kombinierten

System (angedeutet durch das &) erst dann, wenn die Objekte so weit voneinander entfernt sind, dass
sie keinerlei Wechselwirkung mehr aufeinander ausiiben, kommt man zur Folgerung:

EPR-Experiment: Idee

EPR behaupten 1935: Entweder gibt es eine verborgene Variable
[d.h. die Quantenmechanik ist unvollstandig], oder es gibt eine spukhafte Fernwirkung.

Einstein, Podolsky und Rosen glaubten natiirlich nicht an Spuk und schlossen ihren Artikel:

Wéhrend wir somit gezeigt haben, dass die [Zustands-] Funktion keine vollstindige Beschreibung der
physikalischen Realitdt liefert, lassen wir die Frage offen, ob eine solche Beschreibung existiert oder
nicht. Wir glauben jedoch, dass eine solche Theorie [mit verborgenen Variablen] méglich ist. Der
«Qutsider» Einstein trat damit eine breite Lawine los, die bis heute in Bewegung ist.

Wolfgang Pauli war sehr aufgebracht, als er den EPR-Artikel las: Einstein hat sich wieder einmal zur
Quantenphysik éffentlich gedussert. (...) Bekanntlich ist das jedes Mal eine Katastrophe, wenn es
geschieht. « Weil, so schliesst er messerscharf — nicht sein kann, was nicht sein darf.»

Niels Bohr reagierte sofort mit einem Artikel, der den gleichen Titel trug, und kiindigte an: Es wird
gezeigt, dass ein [von EPR formuliertes] gewisses «Kriterium der physikalischen Realitét» eine wesent-
liche Mehrdeutigkeit aufweist, wenn man es auf Quantenphdnomene anwendet. In diesem Zusammen-
hang wird ein mit «Komplementaritit» bezeichneter Gesichtspunkt erklért, unter dem die quanten-
mechanische Beschreibung physikalischer Systeme innerhalb des Geltungsbereichs allen rationalen
Erfordernissen der Vollistéindigkeit genligt.

Die meisten Physiker schlossen sich Bohr an. Einstein, Schrédinger und de Broglie verstummten. Die
«orthodoxe» Kopenhagener Interpretation siegte. Die unkritische Haltung hat David Mermin spater
als «Shut up and calculate!» karrikiert. Wer an «Kopenhagen» zweifelte, galt als nicht ganz serios.

3.6.3 Bells Ungleichung erméglicht, einen philosophischen Streit im Physiklabor zu entscheiden.

Wahrend des 2. Weltkriegs interessierte man sich nicht fiir naturphilosophische
Finessen, und auch in der anschliessenden Aufbauphase spielten der Transistor
(1947 erste Vorflihrung im BELL-Lab) und der Laser (1954 erster Mikrowellen-
MASER) die fihrenden Rollen. Doch Ende der 50er Jahre lebte die Diskussion am
Pausentisch, abseits der «offiziellen Physik», wieder auf. David Bohm entwickelte
eine Variante der Quantentheorie, die mit einer verborgenen Variablen die
genau gleichen Vorhersagen machte wie die Quantenmechanik. Hugh Everett
schlug die Viele-Welten-Interpretation vor, in der Schrédingers Katze in einer
David Bohm Welt tot ist, aber in einer anderen lebendig bleibt.
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Alles dnderte sich 1964 mit dem Artikel: On the Einstein-Podolsky-Rosen Paradox. Im CERN hatte der
irische Theoretiker John Bell (> PANORAMA 1950) die Grundlagen der Quanten-
mechanik analysiert und gefunden, dass der Satz in John von Neumanns
berihmten Grundlagen der Quantenphysik, welcher verborgene Variablen als
unmoglich erklarte, nicht stimmte. Die Voraussetzungen waren nicht erfllt.

Bell gelang darauf eine spektakuldre theoretische Einsicht: Es gibt keine Theorie
mit verborgenen Variablen, die alle Ergebnisse der Quantenphysik reproduziert.
Ausgehend von der Bohm-Version des EPR-Gedankenexperiments konnte er eine
Ungleichung ableiten, auf Grund der durch das Experiment zwischen Theorien mit
und solchen ohne verborgene Variablen entschieden werden kann. John Bell

Das gab einerseits Bohm und seinen Anhangern Auftrieb in der naturphilosophischen Debatte (Einstein
war bereits 1955 verstorben, de Broglie diskutierte aber bis 1987 mit) und flihrte andererseits die
Experimentalphysiker dazu, nach Realisierungen fiir dieses Experiment zu suchen. Dabei zeigte sich:
So liberzeugend und einfach die Idee, so aufwendig und anspruchsvoll ihre Konkretisierung im Labor!
Bells urspriingliche Ungleichung und die verschiedenen Ungleichungen fiir dhnliche Experimentier-
anordnungen, die spater gefunden wurden, beziehen sich auf Korrelationen von Messwerten. Was
Korrelationen sind, muss daher kurz erlautert werden.

3.6.4 Noch etwas mehr Statistik: Korrelationen

Eine Korrelationen beschreibt die Beziehung zwischen zwei Grossen, die durch Zahlen erfasst werden
koénnen, z. B. zwischen dem Interesse fiir Physik y und dem Interesse fiir Mathematik x. Hier ist klar,
dass kein funktionaler Zusammenhang, etwa y = 0.7-x, gilt. Es gibt nur eine allgemeine, statistische
Tendenz «je interessierter an Mathematik, desto interessierter an Physik», mit Ausnahmen. Diese
statistische Tendenz wird durch den Korrelationskoeffizienten r erfasst.

In Anlehnung an - 3.1.2 erldutern wir r nur fiir den Spezialfall mit n = 3. Wir betrachten die Interessen
von Anna, Beat und Christine, die durch gerichtete Zahlenpaare (x;y) mit Werten (1;1) < (x;y) < (6;6)
beschreiben werden:

Der Korrelationskoeffizient r zwischen den Grdssen x und den Grosse y ist

_ G =) - a =) + (g = (x)) - (g = (¥) + (xc = {x)) - (e = (¥

Ty = 3-Ax- Ay
Wobei (x) und (y) die Mittelwerte und Ax und Ay die Standardabweichungen (Schwankungen) sind.

Wir illustrieren r mit drei extremen und einem typischen Beispiel.
(1) «konforme Gruppe»: Anna = (6;5), Beat = (5;4), Christine = (4;3) =>(x) =5,(y) =4, Ax = Ay =,/2/3
6-5-65-49+6G-5)-@A-4+A-5-3-4)
T, = =
¥ 3-J2/3-/2/3
Vollstdndig gesetzmassiges Verhalten liefert die maximale Korrelation mit dem Wert r = 1.
(2) «kontrare Gruppe»: Anna = (6;3), Beat = (5;4), Christine = (4;5) =>(x) =5,(y) =4, Ax =Ay =,/2/3
6-5-B-4)+G-5"@A-4)+Al-5 5-4
Ty = =
¥ 3-J2/3-/2/3
Vollstdndig anti-gesetzmassiges Verhalten liefert die maximale Antikorrelation mit dem Wert r = -1.
(3) «typische Gruppe»: Anna = (6;5), Beat = (5;3), Christine = (4;4) =>(x)=5,(y)=4,Ax=Ay =,/2/3
_(6-5)-65-49+(5-5-B-4H+(“-5)(“4-4)

Ty 3-,/2/3-/2/3

Ein typisches Verhalten liefert eine Korrelation zwischen den Extremen -1 und +1; hier ist r = 0.5.

+1

-1

=+0.5

Die Beziehung zur Steigung m der bestmdglichen Geraden durch die Punktemenge in der x-y-Ebene
und weitere Informationen zu Korrelationen finden Sie im Internet. Wenn die Punkte strukturlos
verteilt sind, also nicht Korrelation sondern Chaos herrscht, gilt r = 0, wie das folgende Beispiel zeigt:
(4) «CH»: Anna = (1;1), Beat = (1;5), Christine = (5;1) und Daniel = (5;5); (x)=3=(y)=3,Ax=Ay =4
1-3)-1-3)+1-3)-6-3)+G-3)-1-3)+(G-3)-(5-3) 0
rxy = =
4-4-4
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3.6.5 Experimente mit Photonen entscheidet gegen «den gesunden Menschenverstand».

Sobald es realisierbar schien, machten sich die Experimentatoren an die Arbeit. Das Bild zeigt John
Clauser ca. 1970 im Labor der UC Berkeley, wo er von seinem Chef die Erlaubnis erhalten hatte, 50%
seiner Arbeitszeit flr die spekulativen Grundlagen der Quantenphysik und nicht
fiir die «seriose» Radioastronomie zu verwenden. Clauser benitzte dazu Appa-
raturen seines Vorgangers Carl Kocher, der 2022 keinen Nobelpreis erhielt.
Kocher hatte durch Anregung von Kalzium mit UV-Licht jeweils ein Quanten-
system aus zwei verschrankten Photonen erzeugt, deren Polarisation er gemessen
hat. Clauser, Commins und Freedman verbesserten sowohl die Lichtquelle als
auch die Polarisatoren derart, dass der Experimental Test of Local Hidden-Variable
Theories im Rahmen der Messgenauigkeit klar gegen verborgene Variablen und
zugunsten der Quantenmechanik ausfiel.

John Clauser

1978 kam Rainhold Bertimann zum CERN und arbeitete dort mit Bell zusammen. Bertlmann liebte es,
verschiedenfarbige Socken zu tragen. 1981 schrieb Bell einen Artikel BertImann's socks and the nature
of reality. Darin verglich er den EPR-Effekt mit Bertimanns Socken: Wenn Bertlmann um eine Ecke
kommt und man sieht, dass die Farbe eines Sockens _ = S
pink ist, dann kann man mit Sicherheit voraussagen, :

dass der zweite Socken nicht auch pink ist. Allerdings - BERTLMANNS SOCKEN
gibt es einen wesentlichen Unterschied zwischen der EEC{IyNNs ;=\ Bloladay £ ‘

Natur der Photonen und dieser Veranschaulichung: In
der Natur sind beide Socken effektiv grau: vor der
Messung haben sie je 50% Wahrscheinlichkeit fir beide ‘
Farben. Und genau dies ist der Grund dafiir, dass man mit Korrelat|onen arbeiten muss.

Die Realisierung von EPR-Experimenten mit verschrankten Photonen erfolgt konkret so, wie es in der
technischen Erlauterung des Nobelkomitees 2022 gemass Figur 3.10 dargestellt wird:
In der Quelle S

: ,‘ __ ,\ Lo werden  zwei
- __‘ . "'V *"' P * - Photonen ge-
L B meinsam  er-

zeugt (blaue
Kugeln). Sie be-
wegen sich auf die beiden Messstellen A und B zu, wobei sie ihre gemeinsame Herkunft nicht
vergessen: punktiere, rote Linien; &. Mit einem Polarisator (griin) wird in A die z-Komponente des
Spins gemessen. Vor dem Polarisator ist sie unbekannt (grauer Socken). Nach dem Verlassen des
Polarisators ist sie up oder down (gelb oder pink). Symbolisch kann man fiir die Messung und ihre
Ergebnisse S(A1) = 1 schreiben. Wenn das Ergebnis up ist (blauer Pfeil), ist sicher das Ergebnis bei B
down, auch wenn man es nicht misst. Man kdénnte nun bei B die x-Komponente des Spins messen und
dies als S(B>) = £1 schreiben. Paradoxerweise wiirde man so die Unbestimmtheitsrelation fiir den Spin
austricksen, die sagt, man konne nicht zugleich die z- und die x-Komponente bestimmen.

Man kénnte sich in A aber auch dafir entscheiden, die x-Komponente zu messen und die Ergebnisse
als S(A) = £1 schreiben. Das Pendant dazu ist S(B1) = £1. Mit den vier Ergebnispaaren (A;;B;) lassen sich
aus ihren Werten (%1; +1) Korrelationen ausrechnen. Bells Ungleichungen sind Beziehungen zwischen
den Werten dieser Korrelationen. Theorien mit verborgenen Variablen und die Quantenmechanik
liefern fur diese Korrelationen unterschiedliche Werte.

FIGUR 3.10: EPR-EXPERIMENT MIT POLARISATIONSMESSUNG AN VERSCHRANKTEN PHOTONEN

1982 publizierten Aspect, Grangier und Roger die Ergebnisse ihrer Messung mit
der Apparatur von Figur 3.11. Sie hatten Clausers Experiment in verschiedener
Hinsicht so verbessert, dass die Voraussetzung «zufdllign gut eingehalten
werden konnte.

In dieser Experimental Realization of Einstein-Podolsky-Rosen-Bohm Gedan-
kenexperiment setzten auch sie die EPR-Idee mit Lichtquanten als Quanten-
objekte @a und ¢@s um. Sie konnten verschiedene Polarisationsrichtungen
einstellen. A und B waren in den Messstellen 13 m voneinander entfernt.
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In dem in Figur 3.11 zur Halfte wiedergegebenen Sche- [(an ]
ma kann man die Quelle, Filter, die Zustandsfunktionen Source -

*4]{;.:?

der beiden Photonen, (nur links) einen Strahlteiler,
einen Detektor und die Z&hl-Elektronik fiir Koinziden-
zen (ber 13 m hinweg erkennen.

Aspect et al. kamen auf Grund ihrer Ergebnisse zum
Schluss, dass die Quantenmechanik die Wirklichkeit
vollstandig beschreibe und dass es keine verborgenen

Variablen geben kénne. Im Original: S [
pteur de
coincidences
We are thus led to
the rejection of realistic local theories. FIGUR 3.11: EXPERIMENT VON ASPECT ET AL.

Aber auch: Only two loopholes remain for advocates of realistic theories without action at a distance.

Verschiedene Forscher bemiihten sich, mit besseren Experimenten diese Schlupflécher zu stopfen.
Einer von ihnen war Anton Zeilinger (- 2.3.4). Die Schlupflocher hatten mit den Einstellungen der
Polarisationsfilter von Figur 3.10 zu tun, die in Figur 3.11 einfach Filter heissen. Ihre Einstellungen
wurden bei Aspect et al. zwar erst getroffen, nachdem die Photonen schon unterwegs waren, jedoch
regelmassig. Zeilinger et al. gelang es 1998, die Einstellungen a und 8 der Polarisationsfilter voll-
kommen zuféllig zu wahlen und ihren Abstand auf 400 m zu erhéhen, so dass keinerlei Wechselwirkung
denkbar war. E(a,8) ist der normierte Erwartungswert der Korrelationen der Resultate von A und B:
E(a,8) = [Ci(a,8) + C-(a,8) - Cv(at,8) — Co(ct,8)]/N
Dabei bedeutet + ein Spin up an diesem Ort und fir diese Komponente. Weiter ergibt:
Mit verborgenen Variablen:  S(a,a’,8,8°) = | E(a,8) - E(a’,8) | + | E(a,8) - E(a’,87)| <2
Mit Quantenmechanik bei einer perfekten Apparatur: $(0°,45°,22.5°,67.5°) = 2Vv2 = 2.82...

Bells Ungleichungen konkret im Experiment von Zeilinger et al.:
Mit verborgenen Variablen <> S<2.  Mit Quantenmechanik und realer Apparatur < S =2.74.

Das Experiment von Zeilinger et al. ergab $ = 2.73 £ 0.02, also positiv fiir die Quantenmechanik mit 30
Standardabweichungen, und negativ fiir die verborgenen Variablen. Die Bilanz bleibt eindeutig:
Das Experiment liefert die erschreckende Folgerung: [There is spooky] action at a distance!
Einsteins Hoffnung erfiillt sich nicht.

John Bell bedauerte das:
So for me, it is a pity that Einstein's idea doesn't work.
The reasonable thing just doesn't work.

Die theoretischen und experimentellen Ergebnisse flihren zum aktuellen Erkenntnisstand der Physik:

Theoretischer Befund:
«Die Quantenwelt kann nicht zugleich realistisch und lokal sein.»
Experimentelle Entscheidung:
«Die Quantenwelt ist realistisch, aber nicht lokal. Sie zeigt spukhafte Fernwirkungen.»

«Verschrankung» ist der Fachbegriff fiir «spukhafte Fernwirkung, die sich aus den Gesetzen der
Quantenmechanik ergibt». Verschrankung entzieht sich unserem
Vorstellungsvermodgen noch starker als die Dualitdt. Die offizielle
Popular-Darstellung zum Nobelpreis 2022 von zwei verschrankten
Quantenobjekten — zwei Kigelchen mit Funken a la Leonardo da
Vinci - ist sicher unsinnig. Verschrankte Quantenobjekte sind keine
Teilehen mit neuartiger Wechselwirkung, sondern bilden ein
verbundenes, unteilbares System, wenn nicht irgendetwas Dekoharenz verursacht.

Das Verhalten von Quantenobjekten wird mit Messgeraten «lberpriift», beispielsweise mit dem RTM.
Wenn das RTM den Ort eines Atoms misst, entsteht eine Verschrankung zwischen beiden Quanten-
objekten. Allgemein: «Messen» = Verschréinkung zwischen Messobjekt und Messgerdit herstellen.
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3.6.6 Klassische und Quantenwelt, respektive klassische und quantenphysikalische Weltsicht

In seinem Exil in Oxford schrieb der Nobelpreistrager Schrédinger nicht nur den langen Artikel mit der
berihmten Katze und der Definition von «Verschrankung», sondern auch einen Artikel mit dem
technisch klingenden Titel «Discussion of probability relations between separated systems». Darin
hielt er eine philosophische, bis heute gliltige Einschatzung fest:

Erwin Schrédinger 1935:
I would not call [entanglement] one but the characteristic trait of quantum mechanics,
the one that enforces its entire departure from classical lines of thought.

Was kennzeichnet «departure from classical lines of thought”? Ein Beispiel:
Beim Aufblasen und Spielen mit einem Ballon geniigt das klassische Teilchen-
modell der Atome. Sie stossen sich untereinander, prallen auf die Gummiwand
und beanspruchen insgesamt ein Volumen, das von Druck und Temperatur
abhangt. Wird aber das Gas verflissigt, macht sich das Eigenvolumen der
Atome bemerkbar. Die Aufgabe ist dann nicht mehr die Fausts: «erkennen, was
die Welt im Innersten zusammenhalt», sondern «erkennen, was die Welt vom
Zusammensturz abhélt». Es ist die Welle-Teilchen-Dualitat, die dem Elektron
im H-Atom Raum schafft, und es ist die Verschrankung zwischen den Elektronen, die in grésseren
Atomen zusammen mit dem Pauli-Prinzip (= 3.5.3) fiir Festigkeit sorgt.

Ein anderes Beispiel liefert das Leben. Die Biochemie hat unwahrscheinlich viele Informationen tber
Primase Aufbau, Funk-
RO tionsweise und
Duplikation der
Erbsubstanz.
Man kann sie
3 mit einem klas-
sischen  Teil-

_ JI ; . chenbild von
. \‘Il IIIIIHIIIH i Helix-Strangen
I L | (LU L Topoisomerase und passenden

DNA-Polymerase (Polb) Basenpaar-Sta-
Helicase ben erfassen.

Jenseits solcher «classical lines of thought», die auf der Stabilitat der chemischen Bindungen beruhen,
gibt es die quantenmechanische Instabilitdt die zu spontanen und induzierten Mutationen fihren, die
teilweise auf dem Tunneleffekt (= 2.4.4) beruhen. - Nebenbei: Einen Stimulus fiir die Untersuchung
der DNA erhielten Crick und Whatson durch Schrédingers Buch « What is life?»

DNA-Ligase
DNA-Polymerase (Pola)

Schrédinger fand, dass quantenmechanische Verschrankung einen dazu zwinge, die «classical lines of
thought» komplett zu verlassen. Wahrend heute technische Anwendungen der Verschrankung tber
grosse Distanzen (1000 km) und mit relativ grossen Massen (70 pg) gelingen, ist bis jetzt nicht sicher,
dass Verschrankung auch in den grossen Biomolekilen eine Rolle spielt, denn die Umgebung wirkt in
Richtung Dekoharenz.

Wir kénnen hier bilanzieren und dabei Erkenntnisse aus Modul 2 aufnehmen:

Uberall ist «Quantenwelt». Es gilt keine Grenze zwischen Mikro- und Makrokosmos.
Die Quantenphysik gilt immer, macht sich aber nicht immer bemerkbar.

«Messung» bedeutet «Verschriankung von Objekt und Messgerat».
Eine Trennung von Messobjekt, Messgerat und Rest des Universums ist unmaoglich.

Die Wirklichkeit liegt unter einem durchgehenden Schleier,
hinter dem der Zufall wirkt und einen scharfen Blick in die Quantenwelt verunmaglicht.
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WIE IST DIE QUANTENWELT? - BILANZ DES MODULS 3

LEITIDEE 3.1: Der quantenmechanische Zufall dussert sich in Schwankungen.
Radioaktive Atome zerfallen irgendwann (mit einer gewissen Ws.) und nie (sicher gerade jetzt).
Roadmap 0: Der quantenphysikalische Zufall wird beim radioaktiven Zerfall sichtbar,
nicht im Zerfallsgesetz I(t), sondern in den Schwankungen VI der Zerfallsrate.

LEITIDEE 3.2a: Teilchen- und Wellenaspekt sind komplementar.
Roadmap e: Dualitat erhalt einen prazisen Rahmen.
LEITIDEE 3.2b: Uber der Natur liegt ein Schleier: x und p sind nicht zugleich scharf bestimmt.
Werner Heisenberg: Die Natur ist unbestimmt: Ax-Ap =2 h/4nt und AE-At = h/4m.
Das A hat eine genaue Bedeutung: Standardabweichung!
Die Lokalisierung eines Quantenobjekts erfordert Lokalisierungsenergie.

LEITIDEE 3.3a: ¢ erfasst gebundene und freie Qantenobjekte, ohne und mit Drehimpuls und Spin.
Roadmap 6 Teil I: Zustande mit Drehimpuls und Spin
LEITIDEE 3.3b: ¢ fir mehrere QO erfiillen die Schrodinger-Gleichung und Vertauschungsgesetze.
Roadmap 6 Teil lI: Ununterscheidbarkeit und ihre Konsequenzen
Quantenobjekte sind ununterscheidbar. Fermionen (mit halbzahligem Spin) erfillen das Pauli-Prinzip.
Die Quantenmechanik vermag das Periodensystem und die Elektronenpaarbindung zu erklaren.
Bosonen (mit ganzzahligem Spin, z. B. Photonen) kdnnen in grosser Zahl im gleichen Zustand sein.

LEITIDEE 3.4a: Die Quantenwelt ist nicht lokal.

Roadmap 0: Bells Ungleichung und die Konzepte ‘Verschrankung’ und ‘Nichtlokalitat’
John Bell findet ein Korrelationskriterium zur Unterscheidung QM resp. verborgene Variable.
EPR-Experimente zeigen: QM hat recht; Einsteins verborgene Variable gibt es nicht.

Die Quantenwelt ist real, aber nicht lokal.

Quantenobjekte kénnen liber grosse Distanzen Verschriankung zeigen.

LEITIDEE 3.4b (in Modul 2): Die Trennung zwischen Messgerat und Messobjekt ist nicht méglich.
Es gibt keine Trennung zwischen Messobjekt, Messgerat und Rest des Universums.
LEITIDEE 3.4c (in Modul 2): Die Grenze zwischen Mikro- und Makrokosmos ist fliessend.
Schrodingers Katze kann mit Dekohdrenz = Zerstérung des Zusammenhalts erklart werden.

AUS DER PHYSIKGESCHICHTE

bis 1935 um 1960 nach 1985
QM erklart QM-Anwendungen: Grundlagendiskussion:
chemische Bindung; Festkérperphysik, Verschrankung,
EPR-Paradoxon Hochenergiephysik ... Dekohérenz ...

ERKENNTNISSE ZUM WESEN DER PHYSIK

@ Die Irritation, die der quantenphysikalische Zufall bei Einstein und Schrodinger verursacht hatte,
flihrte zum EPR-Papier und zu Schrdodingers Katze. Die Paradoxa boten Anlass zur Kldrung von Grund-
lagen in den Begriffen Verschrankung und Dekohérenz.

@ Die Entwicklung von EPR-Paradoxien zur nicht-lokalen Realitdt und der Quantenkryptographie
zeigt, dass reine und angewandte Forschung nicht getrennt werden kénnen.

Vor 50 Jahren schrieb der Kernphysiker Emilio Segre: Die Theorie der Messung in der Quanten-
mechanik hat Anlass zu langen Diskussionen gegeben, die heute noch nicht ganz abgeschlossen sind.
Diese Aussage gilt unverandert!
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