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Ubung 1. [Schwarzsche Ungleichung]

Zeige, dass fir das Skalarprodukt zweier Wellenfunktionen ¢ und v folgende Ungleichung gilt

[(6.9) 1> < (6,0) (¥, 9).

Losung.

(a) Sei ¢ = 0: Ungleichung offensichtlich erfiillt.

(b) Sei ¢ # 0. Zerlege 1 in einen Anteil parallel und senkrecht zu ¢, also ¥ = z¢ + x, mit

z € C und (¢, x) = 0. Daraus folgt (¢, 1) = z (¢, @), also z = Ez’ig
Es ist ausserdem

(¥, 9) = (20 + X, 20 + X) = 22" (6, 0) + (X, X) = 227 (¢, ) -

Setzt man nun z ein, so ergibt sich

Das Gleichheitszeichen gilt nur fiir ¢ = z¢.

Ubung 2. [Energieeigenwerte]
Betrachte das Zweizustandssystem mit dem Hamiltonoperator
H =a(|1) (1] —|2) 2]+ [1) 2[ +2) (1]) ,

wobei a die Dimension einer Energie hat. Berechne die Energieeigenwerte und die dazugehérigen nor-
mierten Eigenzustinde, in der Basis |1) € |2).

Losung. Fiir die Matrixdarstellung des Hamiltonoperators H in der Basis |1) & |2) erhalten

wir
o (WAL A[H2)) 11
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Die Nullstellen A; des charakteristischen Polynoms det(H — A1) sind die Eigenwerte. Die dazu-
gehorigen Eigenzusténde berechnen wir aus H |v;) = A; |v;).

B B 1 1+£v2\ 1
Ar = +v2a, |Ui>_2(2i\/§)< ' >_M[(li\@)|l>+|2)].



Ubung 3. [Kompatible Operatoren]

FEin dreidimensionaler Ketraum sei durch die Orthonormalbasis, |1), |2) und |3), aufgespannt. Die Ope-
ratoren A und B wirken folgendermaflen auf die Basisvektoren (a,b € R):

All)=all),  B1)=0b1),
Al2)=—al2), B[2)=ib|3), (1)
Al3)=—al3), BI3)=—ib[2).

(a) Das Spektrum des Operators A ist offensichtlich degeneriert. Hat Operator B auch ein degeneriertes
Spektrum?

(b) Zeige, dass die Operatoren A und B kommutieren.

(c) Konstruiere eine neue orthonormale Basis, bei welcher die Basisvektoren die Eigenvektoren zu
beide A und B sind. Finde die Figenwerten von A und B fir alle drei Figenvektoren. Definieren
die Figenwerte jeden Eigenvektor vollstindig?

Losung.

(a) Die Operatoren A und B konnen wir durch Matrizen in der Basis {|1),]2),|3)} darstellen:

a 0 0 b 0 0
A=[0 —a 0 |, B=[0 0 —ib |. (L.1)
0 0 —a 0 ib 0

Das charakteristische Polynom von B lautet (b — \)(A\? — b?) und die Eigenwerte sind
demnach A = +b. Die Antwort ist ”Ja”, weil der Eigenwert +b zweifach degeneriert ist.

(b) Die Komutativitdt der Operatoren A und B ldsst sich leicht ausdriicklich iiberpriifen,
indem wir die zugeordneten Matrizen multiziplieren.

(¢) Wir berechnen die normierten Eigenvektoren von B
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wobei die ¥ 2 den Eigenraum von A = +b aufspannen. In Dirac-Notation schreiben wir
die Eigenvektoren als

1
V2

Diese sind gleichzeitig Eigenvektoren von A und B, weil |2) und |3) die gleichen Eigenwerte
beziiglich A haben. Das Eigenwertproblem in der neuen Basis lautet

[+ =10, [+ =712 +il3), |--):= \}5<rz> —i[3)). (L-3)

A++)=al++), A|-+)=—-al|—+), A|-——)=-al——) (L.4)
Bl++)=0bl4++), B|-+)=b|-+), B|-—)=-b|-—-), (L.5)

oder in Matrixdarstellung,

a 0 0 b 0 0
A=[0 —a 0 |, B=[o0 b 0 (L.6)
0 0 -a 00 —b



Das Spektrum jedes Operators ist degeneriert, aber die Angabe beider Eigenwerte (i.e.
+a und =+b) charakterisiert eindeutig jeden Eigenvektor. Die Darstellungsmatrix, die be-
schreibt die Abbildung zwischen {|1),|2),|3)} und {|++),|—+),|——)}, ist gegeben durch

(20 0
U=5|(0 V2 /2 . (L.7)
0 V2 —iv2

Die Matrix entspricht einer Drehung im Eigenraum von A = —a und ist, wie erwartet,
offensichtlich unitéar.

Ubung 4. [Eigenwerte von Operatoren]

Ein Operator A, der die Observable o beschreibt, habe zwei normierte Figenfunktionen ®1 und ®o mit
den FEigenwerten a; und as. Fin anderer Operator B, der die Observable [ beschreibt, habe die nor-
mierte Figenfunktionen x1 und xo mit den Figenwerten by und by. Die Eigenfunktionen hdngen tber die
Beziehung

1 1
¢ = \/T»3(2X1 +3x2), P2 = \/T»3(3X1 —2x2)

zusammen. Die Observable a wird gemessen und wir erhalten den Wert ay. Nun werde die Observable
gemessen, und darauffolgend wieder die Observable «. Zeige, dass die Wahrscheinlichkeit, den Wert a,

ein wiederholtes Mal zu messen, gerade % ist.

Losung. Nach einer Messung von «, die das Ergebnis a; liefert, ist das System im Eigenzustand
1 = ®1. Wenn nun 3 gemessen wird, ist die Wahrscheinlichkeit, dass man die Werte by bzw. by
erhélt durch die Entwicklung von ®; in Terme von y; und yo gegeben.

Wenn ®; = ¢1x1 + caxo, dann ist die Wahrscheinlichkeit bei einer Messung von 5 den Wert
b1 zu messen genau |c;|? und |co|? fiir den Wert by. Nehmen wir an, das Ergebnis der Messung
von (8 sei by. Dann ist das System nun im Zustand x1, und die Wahrscheinlichkeit, bei erneuter
Messung von « den Wert a1 bzw. as zu erhalten, ist durch die Zerlegung von x; in ¢1 und ¢o
gegeben. Man erhélt

X1 = 1Py + c2®o, X2 = c2®1 — c1Ps.
Wenn dass System also im Zustand 1 ist, ist die Wahrscheinlichkeit, a; zu messen, gerade |c;|?.

Die Wahrscheinlichkeit, erst b; und dann a; zu messen ist also ¢}. Die Wahrscheinlichkeit, erst
be und dann a; zu messen ist c3. Die Gesamtwahrscheinlichkeit ist also gegeben durch
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